கமிழ்நாட மாரில உயர்கல்வி மன்றம்‌ 


காமராஜர்‌ சாலை, செவ்னை-600 005. 





கணித இயற்பியல்‌ 
பகுதிப்‌ 2, 


0.ராஜகோபாலன்‌ 
இயற்பியல்‌ பேராசிரியர்‌ (பணி நிறைவு) 


43, ஆல்பா நகர்‌, மூன்றாம்‌ தெரு, 
கருமண்டபம்‌, திருச்சி - 620 001. 





தமிழ்நாடு மாநில உயர்கல்வி மன்றம்‌ 
விலிங்டன்‌ சீமாட்டி கல்லூரி வளாகம்‌ 
காமராசர்‌ சாலை, சென்னை - - GOO 005 


முதற்‌ பதிப்பு , : 2011 


பதிப்புரிமை | : தமிழ்நாடு மாநில உயர்கல்வி மன்றம்‌ 
சென்னை-600 005 


நூலின்‌ பெயர்‌ aer கணித இயற்பியல்‌--2 





மறு ஆய்வு செய்தவர்‌  : முனைவர்‌ ஆர்‌. சபேசன்‌,பேராசிரியர்‌, 
துறைத்‌ தலைவர்‌ (pia) 
இயற்பியல்‌ துறை, 
அழகப்பா பல்கலைக்கழகம்‌, 
காரைக்குடி-630 003 


தமிழ்‌ திருத்தம்‌ செய்தவர்‌ : முனைவர்‌ வி. ஈசுவரன்‌, 

முதுநிலை விரிவுரையாளர்‌, தமிழ்த்துறை, 
அ.மா.ஜெயின்‌ கல்லூரி, 

சென்னை-600 114 


விலை : ரூ. 85.00 


அச்சிட்டோர்‌ பாவை பிரிண்டர்ஸ்‌ (I) லிட்‌., 


142, ஜானி ஜான்கான்‌ சாலை, 
இராயப்பேட்டை, சென்னை-6௦௦ O14. 
, தொ.பே. 28482441, 28482973 


- மிபாருளடக்கம்‌ 


1.சிறப்புச்‌ சார்புகள்‌ 


1 
1.2 
13 
1.4 
1.5 
10% 


காமா மற்றும்‌ பீட்டா சார்புகள்‌ - முன்னுரை 
காமா சார்புகள்‌ 

காமா சார்பின்‌ நிலை மாற்றங்கள்‌ 

ரீட்டா சார்புகள்‌ 

இரண்டாம்‌ வரிசை வகைக்கெழு சமன்பாடுகள்‌ 
சிறப்புப்‌ புள்ளிகள்‌ 

தொடர்‌ தீர்வுகள்‌ - ஃபுரோப்னியஸ்‌ முறை — 
லெஜன்டர்‌ வகைக்கெழு சமன்பாடு 

லெஜன்டர்‌ பல்லுறுப்பின்‌ ரோட்ரிக்‌ வாய்பாடு: 
லெஜன்டர்‌ பல்லுறுப்பின்‌ பிறப்பிக்கும்‌ சார்பு 
லெலன்டர்‌ பல்லுறுப்புகளின்‌ செங்குத்துத்தன்மை 
P(X) இன்‌ மடங்குகின்ற தொடர்புகள்‌ | 
லெஜன்டர்‌ பல்லுறுப்புகள்‌ 

தொடர்பு கொண்ட லெஜன்டர்‌ சார்புகள்‌ 
பெசலின்‌ வகைக்கெழு சமன்பாடு 

பிறப்பிக்கும்‌ சார்பு 

பெசல்‌ சார்புகளின்‌ செங்குத்துத்தன்மை 

200) இன்‌ மடங்குகின்ற தொடர்புகள்‌ 


ஹெர்மைட்‌ சார்புகள்‌ 


பக்கம்‌ 


1.20 
1.21 
1.22 
t23 


1.24 


1.25 
1.26 
1.27 
1.28 
1.29 
1.30 
1.31 
1.32 


ஹெர்மைட்‌ பல்லுறுப்பின்‌ பிறப்பிக்கும்‌ சார்பு 
ஹெர்மைட்‌ பல்லுறுப்புகளின்‌ ரோட்ரிக்‌ வாய்பாடு 
A erg 
ஹெர்மைட்‌ பல்லுறுப்பின்‌ அ ங்குகின்ற பண்புகள்‌ 


ஹெர்மைட்டின்‌ சில பல்லுறுப்புகள்‌ 

லாகர்‌ பல்லுறுப்புகள்‌ | 

லாகர்‌ பல்லுறுப்பின்‌ ரோட்ரிக்‌ வாய்பாடு 
லாகர்‌ பல்லுறுப்பின்‌ பிறப்பிக்கும்‌ சார்பு 
லாகர பலலுறுப்பின்‌ செங்குத்துப்பண்பு 
லாகர்‌ பல்லுறுப்பின்‌ மடங்கும்‌ தொடர்புகள்‌ 
சில லாகர்‌ பல்லுறுப்புகள்‌ 

ஸ்டூம்‌ - லியோலி வகைக்கெழு சமன்பாடு 


டிராக்டெல்டா சார்பு 


2. கலப்பினப்‌ பகுப்பாய்வு 


2.1 

22 
20 
2.4 
2.5 
2.6 
2.7 


கலப்பின எண்கள்‌ 


கலப்பின எண்களின்‌ சமத்துவம்‌ 
ஆரகன்ட்‌ வரைபடம்‌ 


எண்ணளவு மற்றும்‌ கோண வீச்சம்‌ 


கலப்பின மாறியின்‌ சார்புகள்‌ 


விளக்கங்கள்‌ 


- ரீமான்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


64 
65 
66 
68 | 
70 - 
721 
79. 
80 
82 
84 
89 
89 
91 


915 
97 


100. 


100 
104 
105 
108 





2.8 ஒரு சார்பு 1(2) பகுமுறை சார்பாக இருப்பதற்குப்‌ 


போதுமான நிபந்தனைகள்‌ 


2.9 காஷி- ரீமான்‌ சம்ன்பாடுகளின்‌ கோண தூர வடிவம்‌ 


2.10 கலப்பினத்‌ தொகையீடு 
2.11 எளிதாக இணைக்கப்பட்ட மண்டலம்‌ 


2.12 காஷியின்‌ தொகை தேற்றம்‌ 


2.13 காஷியின்‌ தொகை தேற்றத்தைப்‌ பல்‌ இணைப்பு 


மண்டலங்களுக்கும்‌ விரிவாக்குதல்‌ 


2.14 காஷியின்‌ தொகை வாய்பாடு 


2.15 டெய்லர்‌ தேற்றம்‌ 


2.16 லாரன்ட்‌ தேற்றம்‌ 


2.17 சிறப்புப்புள்ளி 


2.18 m வரிசை முனைவு 


2.19 எச்சம்‌ 


2.20 எச்சத்தேற்றம்‌ 
' 3. தொகை நிலைமாற்றங்கள்‌ 


3.1 ஃபூரியர தொடர்‌ 
3.2 டிரிஷ்லெட்‌ நிபந்தனைகள்‌ 


33 ஃபூரியர்‌ சைன்‌ மற்றும்‌ கொசைன்‌ தொடர்கள்‌ 


3.4 கலப்பின ஃபூரியர்‌ தொடர்‌ 


35 ஃபூரியர்‌ தொடரின்‌ பார்சிவால்‌ முற்றொருமை 


111 


4113 


123 


-431 


131 


134 


135 


144 


153 


161. 
162 


163 
169 


178 
180 
182 
195 
199 


40 


3.6 ஃபூரியர்‌ தொடரின்‌ இயற்பியல்‌ பயன்பாடுகள்‌ 
2.7 ஃபூரியர்‌ தொகைகள்‌ 

3.8 ஃபூரியர்‌ தொகையின்‌ வெவ்வேறு வடிவங்கள்‌ 
3.9 ஃபூரியர்‌ தொகைகளின்‌ பார்சிவால்‌ முற்றொருமை 
3:10 ஃபூரியர்‌ நிலை மாற்றங்கள்‌ 

3.11 ஃபூரியர்‌ நிலைமாற்றங்களின்‌ பயன்பாடுகள்‌ 
3,12 லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றங்கள்‌ 

3.13 ஃபாலடுங்‌: அல்லது மடிப்புத்‌ தேற்றம்‌ 

3.14 சார்பின்‌ துண்டுதுண்டான தொடர்ச்சி 
3.15 லாப்லாஸ்‌ நிலை மாற்றத்தின்‌ பண்புகள்‌ 
3.16 லாப்லாஸ்‌ நிலை மாற்றத்தினைப்‌ பயன்படுத்தி வரம்பு 
மதிப்புப்‌ பிரச்சினைகளைத்‌ கீர்த்தல்‌ 

A na கொள்கை 

4.1 நிலைமாற்றங்களின்‌ குலங்கள்‌ 

4.2 குலம்‌ - வரையறை 

4.3 குலங்களின்‌ எடுத்துக்காட்டுகள்‌ 

4.4 பெருக்கல்‌ அட்டவணை 

4.5 குலங்களின்‌ வகைகள்‌ 

4.6 வரிசை மாற்றி அமைத்தல்‌ தேற்றம்‌ : 

4.7 முடிவுறு குலத்தின்‌ பிறப்பிப்பான்கள்‌ 

4.8 இணையிய உறுப்புகள்‌ மற்றும்‌ இனங்கள்‌ 


இன ங்களின்‌ பெருக்கல்‌ 


200 - 


-20943 


213 
216. 
216 | 
225 | 
231 | 
234 
237 
237 
253 


259 
262. 
264 | 
265° 
268 ` 
269 ` 
270 
2731 
275 








துணைக்குலங்கள்‌ 

வட்டக்குலங்கள்‌ 

கூற்றுக்கணங்கள்‌ | 
துணைக்குலங்கள்‌ பற்றிய ஒரு தேற்றம்‌ 
இயல்நிலை துணைக்குலங்கள்‌ 


காரணி குலங்கள்‌ 


- குலங்களின்‌ நேரடிப்‌ பெருக்கல்‌ 


ஒரு படித்தான மற்றும்‌ பல படித்தான தன்மைகள்‌ 
வகைக்குறிப்புக்‌ கொள்கை | 
வகைக்குறிப்புகளின்‌ சில பண்புகள்‌ 


மாற்றமிலாத்துணை வெளிகளும்‌ மல்ல 
வகைக்குறிப்புகளும்‌ 


ஒருவகைக்‌ குறிப்பின்‌ ஒடுங்கும்‌ தன்மை 
வகைக்குறிப்புகள்‌ பற்றிய ஒரு தேற்றம்‌ 
ஒடுக்கம்‌ பெறா வகைக்குறிப்புகள்‌ 
ஷுரின்‌ துணைக்‌ கோட்பாடுகள்‌ 
ஷுரின்‌ முதலாவது துணைக்கோட்பாடு 


ஷாரின்‌ இரண்டாவது துணைக்கோட்பாடு 


செங்குத்துத்‌ தன்மை தேற்றம்‌ 
ஒரு வகைக்குறிப்பின்‌ பண்புக்கோவைகள்‌ — 
பண்புக்கோவைகளின்‌ செங்குத்துத்தன்மை 


C+ இன்‌ பண்புக்கோவை அட்டவணை . 


216 
211 


அடத 


278 
280 
280 
281 
283 
284 
287 


288 

289 
291 
294 
295 
295 
297 
299 
303 


304 


305 
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(iii) 4 ல்‌ n = 0 என்க 





[(1) = 0! = 1 
LD அத்‌ 
ஆனால்‌ 
© வட, 
ர (a). 4 gage 
n = 0 எனில்‌ |(0) = <4 == = œ > (5) 
(iv) n = —1 என்க | 
த 
(ற கன பப லு 
71 = -2 எனில்‌ 
1 
[e D- ICD > = 
இவ்வாறே [(—n) = ee எனக்காட்டலாம்‌. 
எனவே n=O, -1, -2, .... ஆகிய மதிப்புகளுக்கு [ன்‌ மதிப்பு 
| முடிவிலியாகும்‌. 


(v) (E) ஐக்‌ கண்டறிய , |(n) = i ex பு > 0 
x = q? என்க. dx = 2pdYp | 
“(ny =2 | po w 
0 
n= கீ என்க 


(5)=2] ea en. 


0 


00 


1= | edy 


0 
என்போம்‌. 














































டி } , 
4 ப ' ` 
E ex > | ட 
> ட 
a- | £ = . ‘ 
r Y > t - 
! R o 1 ~ i " . á a} s : 
‘ | e r _ i 
I t etl 4 | u ட 
ட y A er p- E x = t $ y - i 2 
A k > 3 iy E Bi = F ட > 3 6 5 
' ‘ T E } ' | 
4 à =, > 3 - ன r f - m — ie ty d i | t 
wele ந்‌ (வி > ஸ்‌ 4 x | i Á rb: HN oF teh வப்‌ e Oo) 4 = a 3 2 ட i 





-21(0) 

In * 1) ௪ ௩[(/) ஐப்‌ பயன்படுத்த, 

1-2:1(2)-2.2.-.[2-3 பர்‌ - விடை 

மாதிரி — 2 

மதிப்பிடுக [வம்ச NE dx 

தீர்வு : | 

|= [Vx e Y dx என்க 

Vx = t எனில்‌, x = t? அல்லது dx = 3t2dt 
() இல்‌ பிரதியிட 


3 
tz e “3t*dt 


ண 
| 
Om 8 


0 
0-35 [Om 


மாதிரி —3 

மதிப்பிடுக f te dx 

தீர்வு : 

[= ie e x dx என்க 

h?x *- t எனில்‌, x =, அல்லது dx = 3 
(0) இல்‌ பிரதியிட _ 


[ = ண்‌ 
— — e nn 
J h 2hvVt 


ack 


> (1) 


> (ப 


co 


1 r n-2 1 ny 
= ane | t 2 e ‘dt = aan | 2:22: dt 
= 7 G ) விடை 


0 
மாதிரி 4 
மதிப்பிடுக ற்‌. dx. 
தீர்வு : 


F=f dx என்க. 





a* = e! எனில்‌ xloga = t அல்லது x = 








loga 
மற்றும்‌ dx = =< அதை (1) இல்‌ பிரதியிட 
ze 2t dt 
2 So Ga J loga 
A ர PES 
(log a)@+1 Jo les tte “dt = e l(a + D விடை 
மாதிரி - 5 


மதிப்பிடுக fx" log. ee dx 

தீர்வு : 

I= f, x" log. (= ‘ee de என்க 

loge (=) = t எனில்‌ = = et அல்லது x = et, dx = -etdt 


எல்லைகள்‌ y= எனில்‌ t = 0x=0 : எனில்‌ 


இம்மதிப்புகளை()இல்‌ பிரதியிட 


0 
[ee | (eT (pm (—e tdt) 


=> (1) 


>d) 


0 
= - | Eno 
00 


1 d 
Baer 
Tt Tl 


ofu\m1l oa A Re nce 1 
==) et Sa far te du = em) -விடை 


1.3 காமா சார்பின்‌ நிலைமாற்றங்கள்‌ (Transformations) 


00 


[(n) = | ee az af 
0 


| (i) x = Ay என்க. dx = Ady 


() இல்‌ இருந்து, Im) = J, e Y am Ady 


e = | e Ty m : > (2) 
0 


(ii) (1) இல்‌ e * = y எனப்‌ பிரதியிட, x = log 5 ஆகும்‌. 
e* = = எனில்‌ எல்லைகள்‌ co ௯ 0, : 0-1 


எனவே 


0 EF 
im =- yfo] day 


2 TEL 
= | [log “| dy > (3) 
0 








இ 





1 per 
& f [og >| dy,n>0 விடை Vn 








7. f E விடை VI 
8. J, «log x)? dx விடை — 
E cak 
9. == விடை V2 
1 fx tog? 
1.4 பீட்டா சார்புகள்‌ (Beta functions) 
(1) B(m,n) = B(n, m) எனக்‌ காட்டுதல்‌ 
வரையறைப்படி B(m,n) = E AUTE NA 
 (1- *) ஐ xQ பிரதியிட, எல்லைகள்‌ 1-0, 0-1 
0 i 
ponm = pa-ou 0- a 
1 ஷ்‌ 
0 
== | x™ 1(1- x)" dx 
j | 
1 
J x" (1 x) dx 
M | 
B(m,n) = B(n,m) > (1) 


(ii) Bm, n) = நக (1 - x)” "dx 
er ஐ க்குப்‌: பதிலாகப்‌ பிரதியீடு செய்ய, எல்லைகள்‌ x — 1எனில்‌ 


y > œ, x 0 எனில்‌ 0 


e க. A இ: .. A 
ட... Jo ம அழுது. (மோத ஷ்‌ ~ (ty)? 
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| 3 = yal 
fB(m,n) = | Trym dy 


n--1 


A y 
B(n,m) = | aya Y 


B(m,n) = ß(n,m) என $ 
& ee 
Bann) = | மன்னை dy SEEN > (2) 


காமா மற்றும்‌ பீட்டா சார்புகளுக்கிடையேயான தொடர்பு 
ட்ட fs | e 4 ay. 
0 





1.3 சமன்பாடு (2) மற்றும்‌ 


co 


m 
ப = | ed, 
0 


அல்லது 


[(m) = | Ane AR OE da 
0 


எனலாம்‌. 


இருபுறமும்‌ 2447 1 ஆல்‌ பெருக்கித்‌ தொகையிட 





m | e AAT 1dA =| | e 40142) maa x™-ldx 
0 o to 


13 (2) இல்‌ இருந்து 
[(m +n) r 4 
ds —A(1+x) ¿m+n-1 
(1+ mm | e A 04, 
0 
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— எனலாம்‌. அல்லது 


fom) I = [ ta 
0 


m=—1 


= [Gm +n) i aoe 
= |(m +n) ß(m,n) - சமன்பாடு 2இன்‌ படி 


(m) In) 


- B(m,n) = Teen 


> (3) 


மாதிரி-6 


மதிப்பிடுக $, 1 (1— VD) dx 
தீர்வு : 
Vx =t என்க x = t? அல்லது dx = 2tdt 


எனவே fo (₹3)4(1- t)52tdt 
1 
D | 21-59-2800. = 2 
0 
_ட9[5! 2 M2 KS KA XD 
(15)! 15x14x13x 12x 11x10 


E 
45015 


1(10)1(6) 
(16) 


விடை 





மாதிரி — 7 
மதிப்பிடுக f A — *2) dx 
தீர்வு : 


1 ; =2 
x’ = y என்க x= y? அல்லது dx = =y 3 dy 
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es 
Sm இடு தி. 


G I mençe + pun dey F GS 
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Ja +i qe af Cha gy" a 


பொதுவாக, / = ்‌ ; ——_ dx எனலாம்‌. இதை (1)இல்‌ பிரதியிட 


0 a 


B(m,n) lao [ன்‌ 


1 ete A) 
= | dx -விடை. 


மாதிரி — 9 
2 sin? 9 cos?@ dé = (212) 2 on a 2 
| 185 


எனக்‌ காட்டுக 


தாவு : 


பபப க = x)" tax, > (1) 
இதில்‌ x = sin? 0, dx = 2419 cos dO என்க 


1— x = 1 — sin? 0 = cos?0 எல்லைகள்‌ x = 0, 9-0,2-1,955 


(1)இல்‌ பிரதியிட, B(m,n) = J 1/2 sjn2m-29, cos?n-292 sind cos 9 80 
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1/2 





| டட =2 | aD: cos2n-19, d8 ; 
0 
2771 - 1- ற எனில்‌ m =P 
271-- 1 =q எனில்‌ n =i 
| mia feet? 
2 
(2இல்‌ பிரதியிட, 
Arpo+1lir/q+1 aye 
(= CN) == > = 2 2] sin” 9 00589 dd 
(2) 
அல்லது 
[ sin” O cos?0 dA = e 2 ) கனல. 2 we 
J m4 [PELEA 
நிரூபிக்கப்பட்டது. 
மாதிரி - 10 


(ver ao = 3C) [C aori அட்ச 


[ erre என 
| 2|(2 + q அத. 


0 


[1/2 11/2 1 1/2 


பணை =l 1 
| 400009 dA = | —— de = | sin 2 9 00520 d8 
0 0 


0 sin? 0 


இதை (1 உடன்‌ ஒப்பிட ற = =, qe 5 


> (2) 


210) 











1 (ES5)IO+D 
n | சைய) 


9. fo —a)™(b — x)"dx = (b—a)™*"*1B(m + 1,n + 1) 


8. [க ALA ஜீ = 


0, gr #2 (இட 


0 
f — sin? 8 av I 


1.5 இரண்டாம்‌ வரிசை வகைக்கெழு சமன்பாடுகள்‌ 
(Second order differential equations) 

சிறப்புச்‌ சார்புகளை (Special functions) ஆராயப்‌ பயன்படுபவை | 
வகைக்கெழு சமன்பாடுகளாகும்‌ (Differential equations). ஒரு மாறி 
(variable) பொருத்து மற்றொரு மாறியின்‌ வருவி (derivative)scir 
அல்லது வகைக்கெழு குணங்கள்‌ (Differential Coefficients), முதல்‌ 
வரிசை (first order) அல்லது இரண்டாம்‌ வரிசையில்‌ அமைவது 
வகைக்கெழு சமன்பாடுகளாகும்‌. 

இரண்டாம்‌ வரிசை (Second Order) வகைக்கெழு சமன்‌ பாடுகளைத்‌ 
தீர்க்கும்‌ போது அவற்றை இருமுறை தொகையிட்டு, அதனால்‌ கிடைக்கும்‌ 
இரண்டு யாதாமொரு மாறிலி (Arbitrary constants)swer, தொடக்க 
(initial) அல்லது வரம்பு நிபந்தனைகளை (boundary conditions) 
பயன்படுத்தி கண்டறிகிறோம்‌. ஒருபடித்தான (homogeneous), இரண்டாம்‌ 
வரிசை வகைக்கெழு சமன்பாடுகளின்‌ பொதுவான தீர்வுகள்‌, 
மாறிலிகளின்‌ மாற்றம்‌ (Variation of constants), அடுக்குத்தொடர்‌ 
விரிவாக்கம்‌ (power series expansion) மற்றும்‌ கிரீனின்‌ சார்பு (Green’s 
function) ஆகிய முறைகளைப்‌ பயன்படுத்திப்‌ பெறப்படுகின்றன. 


இச்சமன்பாடுகள்‌ y” = f(x,y, y’) என்ற அமைப்பில்‌ இருக்கும்‌. 
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1.6 சிறப்புப்புள்ளிகள்‌ (Singular points) : 

மேற்கண்ட சமன்பாடுகளில்‌, x= நரல்‌ 3 மற்றும்‌ y or எந்தக்‌ 
குறிப்பிட்ட மதிப்புகளுக்கும்‌, y” குறிப்பிட்ட மதிப்பைப்‌ பெறுமானால்‌ 
புள்ளி x =X ஒரு சாதாரணப்‌ புள்ளி (Ordinary point) எனப்படும்‌. 
மாறாக *=% ல்‌ y மற்றும்‌ நன்‌ எம்மதிப்பிற்காவது y” முடிவிலி 
மதிப்பைப்‌ பெறுமானால்‌ அப்புள்ளி சிறப்புப்புள்ளி எனப்படும்‌. 
ஒருபடித்தான, இரண்டாம்‌ வரிசை, நேர்கோட்டு (linear) வகைக்கெழு 
சமன்பாடு 

y” +P(x)y+ Q@)y =0 யி 

(1) குணகங்கள்‌ P(x) மற்றும்‌ Q(x), x - %௦ க்கு விரிவடைந்தும்‌ 
(diverge), (x — xo) P(x) மற்றும்‌ (x — x0) 0) மதிப்புகள்‌ குறிப்பிட்ட 
அளவைப்‌ பெற்றும்‌ இருக்குமானால்‌, புள்ளி % ஒழுங்கான (regular) 
அல்லது அவசியமற்ற (non-essential) சிறப்புப்புள்ளி. எனப்படும்‌. 
இந்நிலையில்‌ சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வு அடுக்குத்தொடர்‌ விரிவாக்க 
முறையில்‌ காணப்படலாம்‌. | 


ஐ விட வேகமாக விரிவடைந்து 





(ர) மாறாக P(x) ஆனது ae 
(X — Xo) P(X) ஆனது x > 958 முடிவிலியை நெருங்கினாலும்‌ அல்லது - 
np ஐ விட Q(x) வேகமாக விரிவடைந்து (x — xXx lx) , x > xo 
sE முடிவிலியை நெருங்கினாலும்‌, புள்ளி X= Xo ஆனது ஒழுங்கற்ற 
(uregular) அல்லது அவசியமான (essential) சிறப்புப்புள்ளி எனப்படும்‌. 
இந்நிலையில்‌ சமன்பாட்டிற்குப்‌ பொதுவான தீர்வு அமையாது. 

நாம்‌ அறிய வேண்டிய சிறப்புச்‌ சார்புச்‌ சமன்பாடுகளில்‌, பெசல்‌ 
சமன்பாடான 


xy" + xy" + (x? —n?)y = Ow 


ó ட்‌ ப நிகல MAS க 
அலலது y mer +(1-5)y=00 
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x = 0 ஒரு ஒழுங்கான சிறப்புப்‌ புள்ளியாகும்‌. 
லெஜன்டர்‌.சமன்பாடு 
tja- அ] + n(n + 1)P,(x) = 06 
ஒழுங்கான சிறப்புப்‌ புள்ளிகள்‌ x = —1,1 மற்றும்‌ ௦ ஆகும்‌. 
லாகர்‌ சமன்பாட்டில்‌ ஒழுங்கான சிறப்புப்‌ புள்ளி x = 0, ஒழுங்கற்ற சிறப்புப்‌ 
புள்ளி x = co ஆகும்‌. இச்சமன்பாடு | | | 
xy” (x) + (1 — x)y' (x) + ny(x) = 0 ஆகும்‌. 


1.7 தொடர்‌ தீர்வுகள்‌- ஃபுரோபீனியஸ்‌ (Frobenius's method) முறை 
ஒரு படித்தான, இரண்டாம்‌ வரிசை, நேர்கோட்டுச்‌ சமன்பாடு, 


d*y 
BPE 
என்ற அமைப்பில்‌ இருக்கும்‌. இது ஒழுங்கான சிறப்புப்புள்ளியைத்‌ தவிர . 
மற்ற சிறப்புப்‌ புள்ளிகளைப்‌ பெற்றிருக்கவில்லை எனில்‌ இதன்‌ தீர்வு 


P+ மிழக இத தட டு (1) 


அடர்‌ 8 விரிவாக்கமாக அமைய முடியும்‌. 


அதன்வடிவம்‌, 
ya) = Yara" +@ 
r=0 


இதன்‌ அடுக்குக்குறி k மற்றும்‌ குணகங்கள்‌ Ay, தீர்மானிக்கப்படவில்லை. 
அடுக்குக்குறி k முழு எண்ணாக இருக்க வேண்டிய அவசியம்‌ இல்லை. 
இத்தொடரின்‌ முதலாவது ' கோவையில்‌ ஈன்‌ அடுக்குச்‌ சாராமாறி 
(Parameter)யாகக்‌ கொள்ளப்படுகிறது. 

தீர்வு 2) ஐ இருமுறை வகைப்படுத்திச்‌ சமன்பாடு (1) இல்‌ பிரதியிட 
வேண்டும்‌. 

அச்சமன்பாட்டின்‌ . வலப்புறத்துடன்‌ குழியுடன்‌) ஒப்பிட்டு, ஈன்‌ 
ஒவ்வொரு அடுக்குக்குமான குணகங்கள்‌ சுழியுடன்‌ ஒப்பிடப்படுகின்றன. 
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உன்‌ மிகக்‌ குறைந்த அடுக்கு (6-2) ஆகும்‌. எனவே ந* “ன்‌ 
குணகத்தைச்‌ சுழியுடன்‌ ஒப்பிட்டு ak(k=1)=0 என்ற சமன்பாடு 
பெறப்படுகிறது. விரிவாக்கத்தின்‌ முதலாவது குணகம்‌ Ao + 0. எனவே 
k(k-1)=0. ker இம்மதிப்புகள்‌ தீர்வுகளைத்‌ தீர்மானிப்பதில்‌ 
முக்கியத்துவம்‌ வாய்ந்தவை. அடுத்ததாக ந” “ன்‌ குணகத்தைச்‌ 
சுழியுடன்‌ ஒப்பிட ௭; (& + 1)k = 0 என்ற சமன்பாடு பெறப்படுகிறது. இதில்‌ 
k=0 ஆகும்‌. மாறாக்‌ k=1 எனில்‌ a =0 ஆகும்‌. இவற்றை . 
ஆராய்வதற்கு முன்‌ நாம்‌ பொதுவான கோவையில்‌ xH ன்‌ குணகத்தைக்‌ 
கருதுவோம்‌. அதிலிருந்து 4, +2 என்ற குணகம்‌ a; குணகத்தின்‌ மடங்காக, 
இரு கோவை (two term) திரும்பு தொடர்பாக (recurrence relation) 
கிடைக்கப்‌ பெறுகிறது. இதைக்‌ கொண்டு ajz, படக Ajte- ஆகிய 
குணகங்கள்‌ பெறப்படுகின்றன. இவ்வாறு ay தொடங்கி az, 84, A6 -... 
ஆகிய அனைத்து இரட்டைக்‌ குணகங்களையும்‌ பெறலாம்‌. 

மேலும்‌ k=O எனில்‌ a, யாதாமொரு (arbitrary) மதிப்பைப்‌ 
பெறும்‌. k=1 எனில்‌ a, =0 ஆகும்‌. எனவே 4, Asg, 07 ...., போன்ற 
ஒற்றைக்‌ குணகங்களும்‌ திரும்பு தொடர்பின்‌ படி சுழிகளாகும்‌. | 

ஆனால்‌ k(k—1)=0 என்ற சமன்பாட்டில்‌, இரண்டாவது 
மூலத்‌ (root) கொண்டு இன்‌ ஒற்றைக்‌ குணகங்கள்‌ பெறப்படும்‌. 
1.8 லெஜன்டர்‌ வகைக்கெழு சமன்பாடு (Legendre”s differential 
cquation) 

லாப்லாஸ்‌ சமன்பாட்டை, கோள ஆயத்‌ தொலைவு (Spherical 
Polar Coots களில்‌ பிரிக்கும்‌ போது லெஜன்டர்‌ வகைக்கெழு 
சமன்பாடு பட்ட பெறுகின்றது. 


இது (1- ₹2)22- 22 *ற(ங4 Dy=0 ஆகும்‌. (1) 
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சமன்பாடு (]இன்‌ தீர்வு உயரும்‌ அல்லது தாழும்‌ இன்‌ அடுக்குகளாக 
அமையும்‌. இத்தீர்வை %இன்‌ தாழும்‌ அடுக்குகளில்‌ அமைப்பதாகக 
கருதுவோம்‌. 

இச்சமன்பாட்டிற்கான தொடர்‌ தீர்வை, 


co 


y == 2. age | பத்‌ (2) 
7-0 


என்போம்‌. இதை வகையிட, 


dy = : k-r—1 
de Ps 


= > a (k —r)(k —r — 1ĵx 
சமன்பாடு (1 இல்‌ பிரதியிட . 
> [a — x2)(k— r)(k —r — 1)x¥ -2 — 2x(k - mx? + n(n 
= + D)x* "la, = 0 
அல்லது _- | 


y —r) + {n(n + 1) — 2(k =r) — (k—r)(k —r—1)}x**]a,=0 
அல்லது 


y [(k—r) (k —r — 1) x*7-2([n(n+1) —(k—r) (k a 7-1 1))2* 7] 
r=0 

“20 >68) 
(2) ஆனது (1 இன்‌ தீர்வாக அமைய வேண்டுமானால்‌, (3) இல்‌ உள்ள 
இன்‌ வெவ்வேறு அடுக்குகளின்‌ குணகங்கள்‌ தனித்தனியாகச்‌ சுழியாக 
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- 


வேண்டும்‌. அதன்படி 7=0 மதிப்பை (3)இல்‌ பிரதியிடக்‌ கிடைக்கும்‌ 
இன்‌ குணகம்‌ சுழி எனில்‌ 
aoln(n + 1) — k(k + 1)] = 0 ஆகும்‌. 

Ay எனப்படுவது தொடர்‌ தீர்வின்‌ முதலாவது குணகமாகும்‌. இது 
சுழியாக முடியாது. எனவே 
n(n+1)-k(k+1)=0 ஆகும்‌. 
n+n—-k?—-k=0 
(n? —k?)+(n—k)=0 
(n+k)(n—k)+(n—k)=0 
(n—k)(n+k+1)=0 
அவது - அது k=>=n 1 >) 
அடுத்து, r = 1 என (3) இல்‌ பிரதியிட x* இன்‌ குணகத்தைப்‌ 
பெறலாம்‌. இதனைச்‌ சுழி எனக்‌ கொண்டால்‌, 
{n(n + 1) — (k—1)k}a, = 0 | 
(இல்‌ இருந்து இன்‌ மதிப்பை இதில்‌ பிரதியிட - 

| nn +1) (k= Dk +0 


எனவே A, = 0 ஆகும்‌. | 2945) 
மேலும்‌ சமன்பாடு (3) இல்‌ x4 என்ற பொதுவான இன்‌ 
அடுக்கைக்‌ கண்டறிய, (3)ல்‌ உள்ள (k — r)(k — r - 1)x ' “ என்ற © 


கோவையில்‌ r = r - 2 எனப்‌ பிரதியிட இது (kK —r + 2)(k —r + 
Dx" என்றாகும்‌. எனவே சமன்பாடு (3) இல்‌ இலிருந்து % "இன்‌ 
குணகத்தை எடுக்க அது, i 

(k-r+2)(k -r + Da;,.-2 + [(n(n + 1) — (k -r)(k -r + 1)ja, = 

0 அல்லது 
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(k-r+2)(k-r+1) 


pung mm ee 6 
டு TS y பது > o) 
(4) இல்‌ இருந்து k = n@ler மதிப்பைப்‌ பிரதியிட 

2 நே ௫-௪) 
oat arr) Tz 

(n= TE2(n TT +1) 
A லட்‌ E அன்‌ அட தர்‌ அஃகல்‌ ALS. 
n?+n-n?+nr- n+nr-r?+r 
ரோ வும்‌ —F +1) 
= — -=»>>z_— பபப 7 
r(2n =r +1) 7-2 29 
இப்போது k = —n— 1 என்ற மதிப்பைப்‌ பிரதியிட 

2 CHE de 007) 
Brad Car ad 

= (n+r-D(n+r) 

OO n+n-n-n-n-r—n—r 2 

௪-1) 7) 

= 8 

ராடு. 2 eg 
வகை 1: 


k = n ஆக இருக்கும்‌ போது (7)இல்‌ 7 மதிப்புகளை 2,3,..... எனக்கொள்ள 


EN uE. 

= 700 ம” 

a a Dans 
டர அத்தாய்‌ Soe 


= 0 ஏனெனில்‌ a, = 0 சமன்பாடு ௫இன்‌ படி 
இவ்வாறே as, 84, 89 ஒற்றை க்‌ கீழ்க்குறியீடுகள்‌ கொண்ட a மதிப்புகள்‌ 
சுழியாகும்‌. 

0-4) 


es 4(2n — 3) 2 
0,இன்‌ மதிப்பைப்‌ பிரதியிட | 
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_௩ர-௫-2-3) 
“7 an Dan a 


எனவே லெஜன்டர்‌ சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு (2) இன்‌ படி k = n இக்கு 
ன்‌ a2 n(n — 1)(n — 2)(n — 3) oe 
2(2n — 1) ZA(Qn = Dn — 3) 


n(n-1)(n-2)(n-3)n-4)(n-5) ,- = 
-24.6(2n— 1)(2n — 3)(2n — 5) a E | > (9) 


இதில்‌ ay என்பது யாதாமொரு மாறிலி ஆகும்‌. இதன்‌ மதிப்பு 


„135 een il) 
a n! 
இதில்‌ n ஒரு நோ முழு எண்ணாகும்‌. லெஜன்டர்‌ சமன்பாட்டின்‌ இத்தீர்வு 


- P a(x) எனப்படும்‌. 


n-2 


no 135... a Die 
AI mo ge 


n(n — 1)(n—2)(n= 3) A a] 


2.4(2n — 1)(2n — 3) 7a 


இது லெஜன்டர்‌ சார்பு எனப்படும்‌. 


வகை 11: | 
k=-—n- 1 எனில்‌, r = 2ஐ (8) இல்‌ பிரதியிட 
= tit 1)(n + 2) 


22 துவ 2 
r = 3எனில்‌, | 
_ (n+2)(n+3) ட = 
A “Sanday a ஆனால 04 0 
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அவ்வாறே 43, 45,47, Ay .... ஆகியவை சுழியாகும்‌. 
——— 42, ௮, இன்‌ மதிப்பைப்‌ பிரதியிட 


(n+3)(n+4) 
4(2n+5) 


ண்ட a, = 


_(n+ D)(n+2)(n + 3)(n +4) 
COS 


எனவே சமன்பாட்டின்‌ தொடர்‌ தீர்வு, லெஜன்டர்‌ சார்பு, 


போ . 
2(2n + 3) 


(n+ 1)(n + 2)(n + 3)(n+ 4) 
2.4(2n + 3)(2n + 5) 


v= aa ஆகு + 
x 15 +| ட்ட (11) 


. n! . .n o . 
இதில்‌ ao = 32m எனலாம்‌. இத்தீர்வு Qn (x) எனப்படும்‌. 


| n! ட Gt d+ 2) 
(2) = ரோடு. 3 "7 20n+3) 


(n+1)(n+2)(n+3)(n +4) 
2.4(2n + 3)(2n +5). 


—n-—3 


x ட «| > (12) 


எனவே லெஜன்டர்‌ சமன்பாட்டின்‌ பொதுவான தீர்வு 
2-8. > (13) 

இதில்‌ A, B என்பன யாதாமொரு மாறிலிகளாகும்‌. 

மேற்கண்ட முடிவில்லா தொடர்‌ தீர்வுகள்‌, முடிவுறு தொடர்களாக 


மாற்றப்படுமானால்‌ அவை பல்லுறுப்புத்‌ (Polynomial) தீர்வுகள்‌ எனப்படும்‌. 
Pa (x) | 


என்பது முதல்வகை லெஜன்டர்‌ பல்லுறுப்பு எனவும்‌, On(x) இரண்டாம்‌ 


ப LA o » e LA a . 
வகை லெஜன்டர்‌ பல்லுறுப்பு எனவும்‌ வழங்கப்படும்‌. 
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இவை குவாண்டம்‌ இயக்கவியலில்‌ (quantum mechanics) கோண 
உந்த சிறப்பியல்‌ சார்பு (angular momentum eigen functions)senaré& 


குறிக்கப்‌ பயன்படுபவை. 


19 லெஜன்டர்‌ பல்லுறுப்பின்‌ ரோட்ரிக்‌ வாய்பாடு (Rodrigues’s Formula) 
லெஜன்டர்‌ பல்லுறுப்புகளின்‌ செங்குத்துத்‌ தன்மையை (Orthoganality) 


நிரூபிக்க இவ்வாய்பாடு பயனுள்ளது. முதல்வகை லெஜன்டர்‌ சார்பில்‌ 


குணகம்‌ 
ம பவ (2n — 1) 
do: = ai 
ஆகும்‌. இதனை, 
230... Os Dan 

ST n! 2.4.6 ....2n 

- எனலாம்‌. 
123.2 ta ade 


~ n!2"(1.2.3....n) 


. Cnr 


— 2nnIn! x ட்‌ 


Ao 


n(n—1) 


இருபுறமும்‌ 72 y ஆல்‌ பெருக்க. 





ர nn=1) அமி el la) 
2-1) 2"n!tn!* 2(2n- 1) 


(2n=2 Cn — 1). 2n.nG@i— 1) 
ட்‌ 2"(n — 2)!. (n — 1).n.2.2n—- Dn(n- 1)! 
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n(n-— 1) a (2n — 2)! 


AnD Fa- 1)! (n — 2)! அக்க 


(14), (15) இன்‌ இம்மதிப்புகளை லெஜன்டர்‌ தீர்வு (10) இல்‌ பிரதியிட 


(2n)! (2n — 2)! 


L mn: வைத O° AL. ப 
nni nn DD 


F, (x) 
x அடுக்கின்‌ மேல்‌ எல்லை ௦ ஆகும்‌. 


Pa (x) ஐப்‌ பல்லுறுப்பாக மாற்ற மேற்கண்ட கோவையின்‌ மேல்‌ எல்லையை . 
> > n 9 
௦ க்குப்‌ பதிலாக > எனலாம்‌. 


71/2 
(2n — 2r)! 


Pa(x) = LO en 7 a 
இதில்‌ % ன்‌ அடுக்கு 0 முதல்‌ N வரையிலானது . 
எனவே கீழடுக்கு 1- 27 = 0 எனில்‌ 7 = 7/2 ஆகும்‌. 
மேல்‌ அடுக்கு 1-- 2r = n எனில்‌ r= 0 ஆகும்‌. 
எனவே r இன்‌ எல்லைகள்‌ 0 முதல்‌ ௩/2 வரை உள்ளன. 
மேலும்‌. r = E + 1 எனில்‌ x இன்‌ அடுக்கு -2 ஆகும்‌. 
எனவே 7 = n எனில்‌ x இன்‌ அடுக்கு -n ஆகும்‌. 
x இன்‌ -2 முதல்‌ -n iaa அடுக்குகள்‌ P, (xóa எதுவும்‌ 
பங்களிக்கவில்லை. எனினும்‌ வசதிக்காக அவற்றையும்‌ கணக்கில்‌ 
கொண்டு | 
| n/2 


= ar se (Zn — 2r)! ட 
௩௦-27 ( 2 ZT (n-r)!(n-2r)!” 


என்பதை, 
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Pp (x) = xo ணு (2) மதப்‌ 


எனலாம்‌. அல்லது 


i 1 [= 1)” n! n-2r 
Ed 21173! Be Er. று!” wen 





இதனை ஈருறுப்புத்‌ தேற்றத்தின்படி (Binomial Theorem) 


p(x) = (5 e*-v" 
2™n! \dx | | 

எனலாம்‌. இது ரோட்ரிக்‌ வாய்பாடு எனப்படும்‌. 
110 லெஜன்டர்‌ பல்லுறுப்பின்‌ பிறப்பிக்கும்‌ சார்பு (Generating 
Function) 
லெஜன்டர்‌ பல்லுறுப்பைப்‌ பிறப்பிக்கும்‌ சார்பு 
g(t,x)= (1-2xt+t2) 12 அகும்‌. 
ஏனெனில்‌ (1—2xt+t2) 1/2 இன்‌ விரிவாக்கத்தில்‌ t” இன்‌ குணகமே 
P (x) எனக்‌ காட்டலாம்‌. ஈருறுப்பு விரிவாக்கப்படி, 


(1 — 2xt + E2y7z = [1 — t(2x — 12 


1.3 1.3.5 
=1+> = (2x —t) +55 tt (2x — t)? Haag ar - t)? 


O (BM = 1) 


; n S n 
VAG amn வட்ட ட ம்‌ 
இதில்‌ t” இன்‌ குணகம்‌, . 
130... 135.00 3 a 
_— [07 A த்து கட ட. 
ae அலி அத்த aa > 1 


1.3.5 ... (2n — 5) 


SSIES பட்ட © 2x 714௩-20 A 
2.4.6 ...(2n — 4) u) : 


29°: 


132. n- Di- நார > 
n! |x FOR- Ty 
n(n Día 2-3) „a «| 
2.2.2! (2n — 1)(2n — 3) 


n—2 


Eso (m-DP = an 9) 
n! E அ 1 


ட En an I) ட. | 
2.4(2n — 1)(2n — 3) 


= P(x) 


எனவே 


00 


> EP (xc) = 2% + 12)2 


n=0 
மாதிரி 12. 
பிறப்பிக்கும்‌ சமன்பாட்டைப்‌ பயன்படுத்தி 22, (1) = 1 எனக்காட்டுக. 
தீர்வு : 
1 ae கட 
(1 அட்ட = CPAN 
> n=0 
x = 1 எனில்‌ . 
| = | TEN 
> PD) = a -2:+12)72 
7720 ; 
1 
= (1017 


(1-t)"=1+t+t? EE ET... 
இருபுறமும்‌ t” இன்‌ குணகங்களை ஒப்பிட, 
(1) = 1 ஆகும்‌. | 
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மாதிரி 13 
(i) Pan(0) = =D” 


எனக்காட்டுக. 


1.3.5 ...(2n — 1) 


24.6 2n Se) 0 


தீர்வு : 
ட்‌ 1 
(i) > t*" P(x) = (1.— 2xt +12) 2 
n=0 
x=0 எனில்‌ 
1 
2. "Pan (0) = (1+t2) 2 


(je Ds DED e 
DCD Cn Dor, 
இருபுறமும்‌, t?” இன்‌ குணகங்களை ஒப்பிட, 


seco) = CDE CR) (7711) 


to (al 1) 
ட சாம்‌ aoe 


ன = (- ¡yn 1.3.5...(2n—1) 


பிக்கப்பட்டகு. 
2.4.6.8...2n நிரூ து 


(106-771 இன்‌ குணகம்‌ Py, (0) = 0 


ஏனெனில்‌ இத்தொடர்‌ லெஜன்டரின்‌ இரட்டைப்‌ பல்லுறுப்புகளைக்‌ 
கொண்டது. ஆனால்‌ ௪.44.1 (0) ஒற்றைப்‌ பல்லுறுப்பாகும்‌. 
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1.11 லெஜன்டா்‌ பல்லுறுப்புகளின்‌ செங்குத்துத்தன்மை 


(Orthogonality) 

eL 

| ௩09 ௩094-0 nem 

—1 
Pa) ஆனது (1 — x 22 _ 2x2 + n(n + 1)y = 0 என்ற லெஜன்டர்‌ 
சமன்பாட்டின்‌ ஒரு தீர்வாகும்‌. (1) 


Pn(x) என்பது (1 — x? ) <2 — 2x x= + m(m + 1)z = 0வின்‌ 


தீர்வாகும்‌. (2) 
(ஐ 2 ஆலும்‌ (2)ஐ y ஆலும்‌ பெருக்கி ee மற்றதைக்‌ கழிக்க, 
a-a] Ia 2x | 


[n(n + 1) - m(m + 1) yz டு 


d*y dz dy dy dz d*z dy dz 
1— x?) |{z—= matl- 2212 3 + 
ge |f- dx? * dx zl- ez dx | 2x "dx ” dx 


(n—m)(n+m+1)yz = 0 


அல்லது - - -ja ~x2){z Zy” +(n-m)(n+m + 1)yz=0 
இதனை —1 முதல்‌ H வரை தொகையிட, 


la — x?) fz Zey 8 + (n—m)(n+m+ of yzdx = 0 
—1 
O+(n—-m)(n+m+ sf =0 
| =1 


n + m எனில்‌ 


32- 


112 P(x) இன்‌ மடங்குகின்ற தொடர்புகள்‌ (Recurrence 
relations) 


வாய்பாடு 1: nA, = (Zn — DXPn-1 = (n — DA 

தீர்வு : 

(1 — 2xt + 32 = y t” P,(x) 

t ஐப்‌ பொருத்து ணன. 

SU — 2xt + 12)2 (ex + 2t) = va nt"! யெ 

இருபுறமும்‌ (1 — 2xt + 1) ஆல்‌ பெருக்க 
(1 — 2xt + 2) (x — t) = (1 — 2xt + t7) Ent"? P(x) 
(x —t) >. t” P(x) = (1 — 2xt + t?) > nt" IP. ta) 

(x — P (x) tt Pra) Ft +=) 
= 2 rg) E 2x) nt™ P,(x) + > nt PEE) 


= > 13 =P. 


— 2x{nt" P, + (n — 1)t™ 1P,_,+(n—2)t" 22 
+ ---} 
+ {nt™*1 P, + (n= 1)t”Pa-1 + (n — 2)t""*P,_2+..) 


t1 இன்‌ குணகங்களை ஒப்பிட 
xPa-ı — Pa =P, = 2x(n — DP, i + (n—2) Py, 


nP, = (2n 1)xP,-1 — (n = DPn-2 


36 . 





ப | 
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x இன்‌ சமமான அடுக்குகளை ஒப்பிட 
ல்‌ cas 
> = 4 அல்லது a = 2 


— = 6 அல்லது b = 4 


a 38 12 தனத 
த எத பி ene AI ee a ee 0 
-47 
E 
P= > tees d=4 
Ze ஆ Z 
இம்மதிப்புகளை (1 இல்‌ பிரதியிட 


4x3 + 6x*+7x+2= = P(x) + 4 P,(x) + ட P, (x) + 4 Po(x) 
ஆகும்‌. | 
பயிற்சி 1.3 


1 கீழ்க்கண்ட சார்புகளை லெஜன்டர்‌ பல்லுறுப்புகளில்‌ காட்டுக. 
ajitx—x? Dit+rx+x?+x+1 
c)1 + 2x — 3x? + 4x? 


d) x3 +1 விடைகள்‌. a) - 5 P2(x) + Py(x) += Po(x) 
b) = P(x) + P KO 12 = Pp +E P ட = Pole) 
8 22 ; 
dz யே ZESx) +2 Pı(x) 
2 3 
d)z P(x) +E P (x) + Po) 
: 1 


2. a)x°=,|Ps@) + 5 Ps@) +7 Pi (x)| எனக்‌ காட்டுக. 
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கீழ்க்கண்டவற்றை நிரூபிக்க. — 
3. PEA 


1+£ 1 100 
4. Pag துகளா டல்‌ ப n-ol Pak Pasi )] i 
t(1-2xt+t?)2 : 


5. (‘Of P,(x)dx=0 (n#0) (2) a x°P3(x)dx = = 





E | Per 2 Ae 
i be oe 2xt+t? 2n+1 
2n 
Z. fp xP; (x) ப்பி = 4n2—1 
= ; = Omen 
8. da (1 — x ) Plz. R i(x)dx == man 
- n 





x 1 
இதில்‌ $ P?,(x)dx = —— 


1.14 தொடர்பு கொண்ட லெளன்டா்‌ சார்புகள்‌ 
(Associated Legendre Functions) 

ஒரு புள்ளி மின்னூட்டம்‌ ஏ, நமது ஆயங்களின்‌ ஆதி (orgin) யில்‌ 
அமைவதாகக்‌ கருதுவோம்‌. இதனால்‌ £ தொலைவிலுள்ள புள்ளியில்‌ 





மின்புலச செறிவு 
= f 
E == 4 2 
AT EJT? 


ஆகும்‌. இச்சமன்பாட்டின்‌ காஸ்‌ வடிவம்‌ (Gauss Form) 


ஆகும்‌. 5 பரப்பிற்குள்‌ அமையும்‌ மின்னூட்டப்‌ பங்கீட்டை 
q = |, pdt எனலாம்‌. 

= RN P = — — ron p 
எனவே ] E.dó =]. eat 4 J, V.Edt= f, „at 
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நாம்‌ எடுத்துக்‌ கொண்ட கனஅளவு யா தாமொரு கன அளவாகையினால்‌, 


E0 
இது மேக்ஸூவலின்‌ ஒரு சமன்பாடாகும்‌. மின்புலச்செறிவை மின்‌ 
அழுத்தத்தில்‌ மாற்றி எழுத E=-Vp ஆகும்‌. ஓ - திசையிலி சார்பாகும்‌. 
எனவே V. Vo = = இது பாய்சான்‌ சமன்பாடு எனப்படும்‌. இதில்‌ p = 0 


எனில்‌ மேற்கண்ட சமன்பாடு V.Vp=0 ஆகும்‌. இது லாப்லாஸ்‌ 
சமன்பாடாகும்‌. 

மேற்கண்ட லாப்லாஸ்‌ சமன்பாட்டை, மிகப்பெரிய கோளம்‌ ஒன்றின்‌ 
பரப்பில்‌ ஏற்படும்‌, வெப்பநிலை பகிர்விற்குப்‌ பயன்படுத்துவோம்‌. 
வெப்பநிலை பகிர்வைக்‌ குறிக்கும்‌ திசையிலி சார்பு (Scalar function) 
Wir =a,0,p) = Yo(80, g) என்போம்‌. வெப்பமூலம்‌ கோளத்தின்‌ பரப்பு 
r=dQ உள்ளது. கோளத்தின்‌ ஆரம்‌ a இதற்கான லாப்லாஸின்‌, 
கோளக. கோண தூர அயங்களில்‌ (Spherical polar coordination) 
அமையும்‌ சமன்பாடு 


Vey = = [sin 0 _ (7? £) + 2 (sino Y 9-- டர்‌ 


sind dy? 








= 0ஆகும்‌. 


இதன்‌ தீர்வு Yp(r,0,p) =RMO(O$p) என்க. இந்தப்‌ பகுதி 
வகைக்கெழு சமன்பாட்டிலிருந்து, ஆயக்கூறுகளைப்‌ பிரிக்க, 9 கோண 


it (sing 22) - 
sind d@ dd ae 





ஆயத்திற்கான சமன்பாடு —-0+0Q0=0 
ஆகும்‌. 
இச்சமன்பாட்டில்‌ Q =n(n +1); ௩ நேர்முழு எண்‌ எனில்‌ இச்சமன்பாடு 


தொடர்பு கொண்ட லெஜன்டர்‌ சமன்பாடு எனப்படும்‌. எனவே இதனை , 





1 d (s ge feos") ( + ; 
sin 0 da” de EE r 20 Pa” (cos) = 0 (1) 


எனலாம்‌. 
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cos@ = x எனில்‌, இச்சமன்பாடு 


m2 
(1 — 2?) 5 ழு = 2x BI) +jn(n+1)- alate =: =6 
> (2) 
இச்சமன்பாட்டில்‌ m என்ற திசைவில்‌ பிரிப்பு மாறிலி (azimuthal 
separation constant) சுழி எனில்‌ மேற்கண்ட சமன்பாடு லெஜன்டர்‌ 


சமன்பாட்டை ஒத்திருக்கும்‌. மேற்‌ கண்ட சமன்பாடு (2) இன்‌ தீர்வுகள்‌, 





டத) = So x2)2 E Pa (x) 
n ன dx" n 


இவை லெஜன்டர்‌ தொடர்புச்‌ சார்புகள்‌ எனப்படும்‌. இதில்‌ m > 7 எனில்‌ 
Pa) = 0 ஆகும்‌. 
லெஜன்டர்‌ தொடர்பு சார்புகளின்‌ பிறப்பிக்கும்‌ சார்பு 
(2n)! (1- 1292 
nmr = EZ 
அதல ட Se ee k 
2! (1 = 2hx Fh)" >) Pree h 
எனவே தொடர்புடைய லெஜன்டர்‌ சார்புகளின்‌ பிறப்பிக்கும்‌ சார்பு, 
(2n)! (1 — t2)2 
2™n! (1 — 2hx + h2)"*1 
ஆகும்‌. 
ரோட்ரிக்‌ வாய்பாடு 
m > 0 மற்றும்‌ 0 < m < ஈக்கு, லெஜன்டர்‌ தொடர்பு சார்பு, 


p(x) = (1 = x2)? Ep (x) எனில்‌, | > (1) 


dx 


இதன்‌ ரோட்ரிக்‌ வாய்பாடு, 





pr) = (1-0 EG 02 - 1)" ஆகும்‌. 50) 


21! 
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சமன்பாடு (1, 112 0 மதிப்புகளுக்கு மட்டுமே பொருந்துவது. ஆனால்‌ 
ரோட்ரிக்‌ வாய்பாடு m இன்‌ எதிர்‌ (negative) மதிப்புகளுக்கும்‌ பொருந்தும்‌. 
அதாவது n +m > 0 அல்லது m > -n . இதற்கான சமன்பாடு, 

di 2 


zm d 
Za port 


Pa (x) = dxn—m 





6 =1y > (3) 


லெஜன்டர்‌ தொடர்பு சார்புகளின்‌ செங்குத்துத்‌ தன்மை. 


2 (n+m)! 
La Pi (x) Pr (x) dx = E (n—m)! 
0, nl 








Gab RE ans > (4) 


மடங்கும்‌ தொடர்புகள்‌ 

(2n + 1)x Pr(x) = (n- e 1) PR @&)+(n+m) Pr) > (5) 
(2n+1)P,&) = Pana) 200 > (6) 
(2n + DO x2)2 P™(x) = P™I(x)— P™(x) + (7) 
CES 32 Py” = > Proc s(n +m)n-m+1) m @) . > (8) 


(5). ©: (7) மற்றும்‌ (8) லெஜன்டர்‌ தொடர்பு சார்புகளின்‌ சில, மடங்கும்‌ 


தொடர்புகளாகும்‌. 


1.15 பெசலின்‌ வகைக்கெழு சமன்பாடு (Bessel’s Differential 
equation) | 

ஒரு உருளையினுள்‌ ஒலி அலைவுகளை ஆராய்ந்து பகுதி 
வகைக்கெழு சமன்பாடானது உருளை ஆயங்களில்‌ (cylindrical 


coordinates) பிரிக்கப்பட்டு, ஆர (radial) வகை மற்றும்‌ கோண (angular) 


4௦ 


> [ck +r)(k+r-— 0) + (k + r)n2jx 2 + xktr]a, = 0 


r=0 ; 

அல்லது 
X Ge +r)? —n*}xktT-2 + x*"]a, = 0: > (2) 
r=0 


சமன்பாடு (2) ஒரு முற்றொருமையாகும்‌ (identity). எனவே %இன்‌ : 
வெவ்வேறு அடுக்குகளைச்‌ சுழிக்குச்‌ சமமெனலாம்‌. சமன்பாடு (2ல்‌, r = 
0 மதிப்பிற்கு x* இன்‌ குணகம்‌ (k?—n%a,=0 இது முதலாவது 
கோவையாக இருப்பதால்‌ ஈட + 0. 
எனவே k? —n* = 0 அல்லது k = +n (3) 
அடுத்ததாக r = 1 மதிப்பிற்கு ₹-1இன்‌ குணகம்‌ {(k + 1)? - na, =0 
இன்‌ மதிப்பு +n எனில்‌ (k + 1)? - n? + 0 எனவே a, = 0. 
எனவே பொதுவான கோவையில்‌ %***இன்‌ குணகம்‌, | 

[(k +r +2)? —n?}a,, ta, =0 

இது சமன்பாடு (2) இல்‌ r=r+2 என்ற மதிப்பைப்‌ பிரதியிடப்‌ 

பெறப்பட்டதாகும்‌. எனவே, 


=a dr 
ar+2 = 


= — பப்ப ப்ப > (4) 
(k+r+2—-n)(k+r+2+n) 


வகை! k= +n எனில்‌ a, =- — 


2(2n+2) r = 0&6 
மேலும்‌ ay = 43 = ae = + =0 
its தல்‌ Rn OT 
2 4(2n+4) 2.4(2n + 2)(2n + 4) 
z i 
dg = = 0 


6௫௩6 246(2n+2)(2n+ 4)(2n + 6) 
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வகை II k = _n எனில்‌ 


(-1)’ Xx -N+2T = (1) Xx, —N+2r 
In) = TD Sen “2 ஈட்டு 


எனவே பெசல்‌ சமன்பாட்டின்‌ பொதுத்தீர்வு y = AJ,(x) + y இல்‌ (x) 
இதில்‌ A, B என்பன யாதாமொரு மாறிலிகளாகும்‌. 

116 பிறப்பிக்கும்‌ சார்பு (Generating function) 

o. பெசல்‌ சார்புகள்‌ (குணகங்கள்‌) pat aa சார்பின்‌ 


விரிவாக்கத்தில்‌, t அடுக்குகளின்‌ குணகங்களா க அமையும்‌. பிறப்பித்த ட 
சார்பு, 


g(x, இ poe! 





xt =X 
= e2 e2t 
விரிவாக்க, 
xt i xt அத Ea Ä 
e2 = | +— + {|-| — 
2 (5 2! +( E 31 — at! 
= அழ N அசாத்‌ > er Se டப 
e2t = 1 — — — + 6 - (5) அழச்‌ ) x 
2 1! 2%, Pai 








xt டம 2 `: அஹ்‌ = (-1)°x° 


Zr! ato 
s=0 


இத்தொடரில்‌, "இன்‌ குணகத்தைப்‌ பெற r=n+s எனப்‌ an 
வேண்டும்‌. 
xt Jor ட A 

= 2n+s(n + s)! 25s! 
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118 J (%)இன்‌ மடங்குகின்ற தொடர்புகள்‌ (Recurring Relations of 


Bessel Functions) 


a CIF எ 
Jala) “2 எவ 


இதில்‌ n ஒரு நேர்‌ முழு எண்ணாகும்‌. 


n+2s 


= = n(x} 
எனவே | 
= (=1)5 (1)°(n + 2s) n+25-1 1 
als ட s! (n + s)! டட 
— (—1)5(n + 25) உ௱*2 
Jn (x) = sl (n + sinto! L) 


= n+25 = 1)52 n+2s-1 
Le n+ ne x? 1 > us! (n + rn (2) 
n+2s—1 


ED: 
hn’) = nl) + டு ல 
இரண்டாவது கோவையில்‌ 5 = 0 எனில்‌, | (5 - 1)! = -1! இம்மதிப்பை 
அனுமதிக்க முடியாது. எனவே அதன்‌ எல்லை 5 = 1 முதல்‌. s= oo 


வரையாகும்‌. 


வாய்பாடு] 5 = 7 + 1 எனில்‌, . 
ழு n+2r+1 


xn (x) = n(x) + “கறு ri(nt+r + DIN2 aa 
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| \ — = 
f 
| 





























aN Í 
ப்ப I 
fi _- f ப + — 











2 ர்‌. 
5. Ji = (2-0) 09-09 
6. 40) + 3) + Jae) = 0 
2 
7. [dx = ¢ — Jn) A 
zf 

8. | Oax = xo) + JEGO] 
1.19 ஹெர்மைட்‌ சார்புகள்‌ (Hermite Functions) 

குவாண்டம்‌ இயற்பியலில்‌ எளிய சீரிசை அலைவி (Simple 
harmonic oscillatorWின்‌ இயக்கச்‌ சமன்பாட்டின்‌ தீர்வுகளாக ஹெர்மைட்‌ 
பல்லுறுப்புகள்‌ அமைகின்றன. 
ஹெர்மைட்டின்‌ வகைக்கெழு சமன்பாடு 


dy 2 Y ir 0 1 
ட அடர்‌ = = 
. dx? La | (1) 


இதில்‌ A ஒரு மாறிலி. இச்சமன்பாட்டிற்கான தளத்தில்‌ சிறப்புப்‌ 
புள்ளிகள்‌ இல்லை (No singularities). எனவே இது தொடர்‌ தீர்வைக்‌ 
கொண்டிருக்கும்‌. இத்தீரவை, — | 
| di ம்‌. ax | iş (2) 
T=0 


என்போம்‌. இதன்‌ வகைக்கெழு, 
dy ட 
வவட க்க k+r=1 
oe 2 a,(k +r)x 
r=0 


d’y அ o 
2 > a, (k +r)(k +r —1)x**"-? 


7-0 
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இவற்றைச்‌ சமன்பாடு (1) இல்‌ பிரதியிட 

AQ +r)(k +r — 1) +72 2(k4r-2x**] a, =0 > (3) 
r=0 

வெவ்வேறு அடுக்கைக்‌ கொண்ட x ன்‌ குணகங்கள்‌ தனித்தனியாகச்‌ 


சுழிக்குச்‌ சமமாக வேண்டும்‌. | 


(2) இன்‌ படி r இன்‌ மதிப்பு எதிர்‌ மதிப்பாக இருக்க முடியாது. எனவே r 
இன்‌ சிறும மதிப்பு, சுழியாகும்‌. இதன்படி (3) இல்‌ x இன்‌ குறைந்த அடுக்கு 
k —2 ஆகும்‌. (3) இல்‌ ஈ* “இன்‌ குணகம்‌ | | 
aok(k — 1) =0 : =? (4) 

ao * 0 எனவே & = 0 அல்லது k = 1 

gk-1 இன்‌ குணகம்‌ k(k + Da, = 0 5,6) 
k = 0 எனில்‌ (5) இன்‌ படி % மற்றும்‌ a, சுழியாகலாம்‌. % - 1 எனில்‌ (5) இன்‌ 
படி a, = 0 
x2 இன்‌ குணகங்களைச்‌ சமன்பாடு (3) இல்‌ ஒப்பிட, பொதுவான 
தொடர்பைப்‌ பெறலாம்‌. 

aro (k+r+2 Mk +r+1)-2a,(k+r-=24)=0 


2(k+r—=A) | 

த AIR DALA SEE 6 

an kere Deters D a 
இது குணகங்களின்‌ மடங்கும்‌ தொடர்பாகும்‌ (Recurrence relation). 
எனவே Ay தெரியுமானால்‌ A2, பட, 04 ... ஆகியவை அறியப்படும்‌. Ay 
யாதாமொரு மாறிலியாகும்‌. இன்‌: 0 மற்றும்‌ 1 என்ற மதிப்புகளுக்கு இரு 


வகை தீர்வுகள்‌ கிடைக்கப்பெறும்‌. 
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ares: 22 2) 
= ay) |1 —— x? + x 
en 4! 


ze AY Boe ~2)(A—4) ... (A- 2r + 2)x*"+.. | | >) 
(1) இன்‌ முழுத்தீர்வு 


| 2a 2°4(A-2) , 2(4- 1) 27a-1Q-3) , | 
ee el A > +. | >12) 


4 மற்றும்‌ B யாதாமொரு (Arbitrary) மாறிலிகளாகும்‌. 
120 ஹெர்மைட்‌ பல்லுறுப்பின்‌ பிறப்பிக்கும்‌ சார்பு (Generating 
Function) | 
| : a 
eL? 2a e` t +2tx = > H„(&) En sí ச்‌ (1) 
| டட ஆகத்‌ 
Eon ee 
ஹெர்மைட்‌ பல்லுறுப்பானது, N இன்‌ முழு எண்‌ மதிப்புகளுக்கும்‌, x இன்‌ 
மெய்‌ (Real) மதிப்புகளுக்கும்‌ (1) இன்‌ படி வரையறை செய்யப்படுகிறது. 
மேற்கண்ட அடுக்குத்‌ தொடரில்‌ tA குணகங்களைக்‌ காண 


- வேண்டும்‌. 








== ZAS ow r 
e t +2tx _ et ex — 2 cue > (212) 
sir! 


e CEA ras 


sar குறிப்பிட்ட மதிப்பிற்கு 7” 4 25 ௪ ௩ எனக்‌ கொண்டு (இன்‌ 


குணகங்களைப்‌ பெறலாம்‌. r = n — Zs எனில்‌, இன்‌ குணகம்‌ 


(—1)5(2x)"-? 
s! (n — 2s)! 


டாக ர 25; இன்‌ எல்லை > 0 எனவே n — 25 > 0; [= 


PER > n 
n இரட்டை எனில்‌ 5 = 7 


n-1 


n _ எனில்‌ 5 = er 


எனவே e REA MR குணகம்‌ 


n/2 | 


1)5 1 2 n—25 
arena 


s=0 
சமன்பாடு (உடன்‌ ஒப்பிட 
71/2 
n—2s 
H,(x) = a YAA 
1.21 ana பலலுறுப்பின்‌ ரோட்ரிக்‌ வாய்பாடு 


ஹொமைட்டின்‌ பிறப்பிக்கும்‌ சார்பை, t ஐப்‌ பொருத்து n தடவைகள்‌ 
| வகையீடு கண்டு அதில்‌ tor சுழிக்குச்‌ சமமாகக்‌ கொண்டால்‌ 


கிடைப்பதே H,,(x) இன்‌ ரோட்ரிக்‌ வாய்பாடு ஆகும்‌. இது 


H,(x) = மானி E (e) ஆகும்‌. 


டெய்லர்‌ தேற்றத்தின்‌ படி 


IA 


n=0 
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co gm 
G(x,t) = et = 2 HA) 


n=0 
o” > 
H (x) — | ezix-t | 
= apn | | ) 


= னன சட கன] 
den 


t=0 


[et er] 
| ot" t=0 


ஆனால்‌ = f(x tl) -2 f(x == E) 
அல்லது ரம -t)= (— Dr uf —t) 
எனவே Hy (x) = e” yr உட” 


t=0 


n 


2 0 
ANTE 
Ha(x)= (1) 2 arn © | 
இது ஹெர்மைட்‌ பல்லுறுப்பின்‌ ரோட்ரிக்‌ வாய்பாடு எனப்படும்‌. 
122 ஹெர்மைட்‌ பல்லுறுப்புகளின்‌ செங்குத்துப்‌ பண்பு (Orthogonal 
Property) 


சார்பிலிருந்து, 
et +2tx _ 
nd RT dd (1) 
A 
ers 24.25x 
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f I 
uf 
) 
| 





(4) மற்றும்‌ (ஐ ஒப்பிட , 
t"s™ இன்‌ குணகங்கள்‌ € m எனில்‌ சுழியாகும்‌. 
n = m எனில்‌ 

| e n(X) Hm (x)dx = 2" n! vr, 
எனவே (4), (5) இல்‌ இருந்து, செங்குத்துப்‌ பண்பை, 


Jos (oda = Tale கட, 


= nm 


Lo n m எனில்‌. 


எனலாம்‌. க்ரானேக்கர்‌ டெல்டா, Omm | 


123 ஹெர்மைட்‌ பல்லுறுப்பின்‌ மடங்குகின்ற பண்புகள்‌ (Recurring 
relations) — 


- 00 


2 Hn 
ட்‌. > ல tr > (1) 


| n=0 


(i) Zn Hn-ı(X) = HA x) 


(0m xu பொருத்து வகையிட, 
text > Hn) n 
n! 
n=0 
= Hp (x) Me > Hn (x) pn 
n! n! 
n=0 n=0 = 


pY Ha puss O pr 
n! n! 
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அல்லது (ட) = 2x H,(x)— H. (x) > (4) 


சமன்பாடு (ஐ வகையிட 


9-2, + 2x Hi (x) — Hier (x) > (5) 
ஹெர்மைட்டின்‌ னல்‌ அடத்‌ பெறுதல்‌ 
சமன்பாடு (2) இல்‌ ஈக்கு ௩ + க பிரதியீடு செய்ய, 
2(n +1) Hp) = Hii) 
H! இன்‌ இம்மதிப்பைச்‌ சமன்பாடு (5) இல்‌ பிரதியிட 
Hi! (x) = 2 ௩04௩2௯0240 நூலு 
| = 2 8.00) + 2x Hi (x) — 2n H,(x)— 2H, (x) 
அல்லது H!! (x) — 2x H, (x) + 2n H,(x) = 0 


இது ஒரு ஹொர்மைட்‌ .சமன்பாடாகும்‌. எனவே y= ]/,,(0)இதன்‌ தீர்வு 
என்பது தெளிவாகிறது. | 


1.24 ஹொ்மைட்டின்‌ சில பல்லுறுப்புகள்‌ 


H,,(x) = 19௪” ட (௪) ரோட்ரிக்‌ வாய்பாடு 


do 
Ho(x) = (De? (e) =1 


2 0 2 2 r, 2 
H, (x) = C-1)te* a ) = -e* (-2x)e *. = 2x 
Ha(x) = (-1)?e* a” (e-#*) = et? [ட 
(x) = (-1)?e PAS ] e" 1 exe ] 
= ச*[(-22)(-220௪-*” - 2e | 


= ex" [4x2 — 2]e* = 4x? - 2 
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| மாதிரி-24 
H,(—x) = (—1)" ॥,(*).என நிரூபிக்க. 


தீர்வு : 
ட nl (2072s 
An) = 25D s! (n — 2s)! 
50 


க்குப்‌ பதிலாக -xmi பிரதியிட 


ட n—2s 
Ha (=x) = Ye y 


L s! (n — 2s)! 
k Az E (1) mn! (2x) = 
ae s! ESA 


n s P! 2x) © (2x)""* 4 -S 5 
=(-1) Ye is in EX 


i) = = (F Hx) 


மாதிரி-25 


நிரூபிக்க 
| xe Hy) Hm) dx = [2 Int Sp + 2௩௩00! Bar] 
தீர்வு : 


Hn+1(X) =y Hp (x) — 2n Hy_1(x) 
x Hnlx) =n a +3 aa O) 


(ஹெர்மைட்‌ பல்லுறுப்புகளின்‌ மடங்கும்‌ பண்பு (3) இன்‌ படி) 
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125 லாகர்‌ பல்லுறுப்புகள்‌ (Laguerre Polynomials) — 

| லரகர்‌ பல்லுறுப்புகள்‌ ஹைட்ரஜன்‌ அணுவின்‌ அலை smiu(wave 
function) களில்‌ அமைகின்றன. | 
லாகரின்‌ வகைக்கெழு சமன்பாடு 


d?y 
+A =0 > (1) 
X ஆல்‌ வகுக்க, இச்சமன்பாடு x = 0வில்‌ ஒழுங்கான சிறப்புப்‌ புள்ளி 
(Regular singularity) யைப்‌ Sata o. எனத்‌ தெரிகிறது. இதனால்‌ 


(1) இன்‌ தொடர்‌ தீர்வு : 


NS aT ao #0 | >: (2) 


=0 
dy — 00 

er k+r—1 
n. É a, (k + n x 


8 


7 = y aplico kr =D 5. 
இல பரதியிட 
Ya tk +r DT 14 (+ rT FT +A Tar 
a =0 
Sick + tet (ar axra, = 0 | (9) 


7-0 
%₹-1இன்‌ குணகத்தைச்‌ சுழியுடன்‌ ஒப்பிட, de = 0 

ao + 0 எனில்‌ k = 0 : | > (4) 
"இன்‌ குணகத்தைச்‌ சுழியுடன்‌ ஒப்பிட, 
(k+r+1)2a,,, —(k+r-—A)a, =0 

இதிலிருந்து மடங்குகின்ற தொடர்பு, 


77 


ட்‌ த | (5 
HI சு ஒத ; ~ 


k = 0&6, இது 
r—A l 
E> ga F ஆகும்‌. 
=I 


C= = da (—1)Aap 


_ம- (0580-0 





da = 22 a, = NT 
-(4- 2) EIPAR-HR- 2) 
க அன்ட்‌ or A படி 


see nn 2 ௬ ௪ உ ௪௪ ௪ ௬ ௨௬௪ ௬ ௪ ௬ ௬ ௨௦ ௨௦௨ ௬ ௧௨௪ ௨ ௩௨௩௯ ௩௨௧ ௬ ௩௨ ௪ ௨௩ உ ௪௨௬ உ ௨ உ உ ௪ ௬ உ a உ உ & ௨௦ ss» 
௬௬ ௬ ௪௫ ௬ ௨௧௦ ௨ ௨௨௦௪ ௨௦௨ ௩௩௬ EEE ௨௦௭ ௪௩ TER உ ௨ ET BT ௪௨௩ ௬ ௧ உ உ ௨௦ ஈ TE ௨௦ உ ௨௦ உ ௨௨௦ ௨௨௦ 


EA DA-—2)..(4A-r+1) 





= | (0 ee 
எனவே தீர்வு 
MA=1) படட்டும்‌. 
y = 00 [1r0+ 0 Dj ROAD] + 8 
(—1)¥x! | 
0 | 


A = n என்ற நேர்முழு எண்‌ எனில்‌, அதற்கான லாகர்‌ சமன்பாடு 
xy +(1-x)y+ny=0 ` | | | > (8) E 
4-1 என்ற நோமுழு எண்‌ மற்றும்‌ Ay = N! எனில்‌ சமன்பாடு (8) இன்‌ 


தீர்வானது Lyi எனப்படும்‌ 7ம்‌ படி (n™ degree) லாகர்‌ பல்லுறுப்பாகும்‌; 


எனவே 
n 
(—1)*n! 
7. IA று. 
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(—1)”n! x” டி ரிகா 
(anda —n)! + (n — 1)! (n — 1)! (n — (n-1))! 
(— De 2n! x 2 


“a = Jin = 2) Un > 299 


(— 1) (—1)” Ix” in! (> 1)7?x n—2 
n| no =D DY > 


| 
xs” enn nn a => | 


Na E Rs 
ப்‌ n! 711 731 1! 711711 2! 


Rae 27. 26432 l 
ni EP yn க u a 


Im(x) n! 1! 2! 


n? n?(n — 1)? 
L(x) — (=1)” z de a E nn- ro ae | 


2! ur 


MET சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு y = AL, (x) ஆகும்‌. 
A — யாதாமொரு மாறிலி ஆகும்‌. 
1.26 லாகர்‌ பல்லுறுப்பின்‌ ரோட்ரிக்‌ வாய்பாடு 


e* 


L,(x) = re Es) 
இதுவே லாகர்‌ பல்லுறுப்பின்‌ ரோட்ரிக்‌ வாய்பாடாகும்‌. 
நிருபணம்‌ 
லீபினிட்ஸ்‌  (Leibnitz's) ne. ஒரு பெருக்கலின்‌ n ஆவது 


வகைக்கெழு, 


ஆகும்‌. எனவே, 
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d” n at டா d” 
exis 712-% = ht அனு ௮௮ ஒன . = pe - அ: 2 = 
dee 8) 2, Amir கோ * dr 2 
இதில்‌ 
ன 
ote = q(q—1)..(q—p+1)x?? , q>p 
q! த்‌ 
= —ır17P 
(q —p)! 
எனவே, 
av nt n 
—(n—r) 
Ager) TRA 
== oe 
r! 
dx” (63) = (tye 
எனவே 


x n 


Tr 
e* n! n! 
A MN A ESA 4 ச யாடல்‌ 
adn e ae. அண = 1978 
T= 


= Ne SE, 
a (n —r)! (r)) 


சமன்பாடு (7)உடன்‌ ஒப்பிட 


விரிவாக்கத்தில்‌ . (இன்‌ குணகமே லாகர்‌ 
பல்லுறுப்பாகும்‌. எனவே இது லாகர்‌ பல்லுறுப்பின்‌ பிறப்பிக்கும்‌ சார்பு 
எனப்படும்‌. | 


HONS 
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i d 
| 
| 
Í f 
| 





மேற்கண்ட சமன்பாட்டில்‌ இன்‌ ஒரு குறிப்பிட்ட மதிப்பிற்கு, 1”*இன்‌ 
குணகத்தைக்‌ காண 7 +S = ௩ என்க அல்லது 5 க௱-ர. 
எனவே (3) இல்‌ இருந்து, 
r n! r 

D (r!)2 (n — ry! 
இன்‌ மொத்த குணகத்தைக்‌ கண்டறிய ரஇன்‌ அனைத்து மதிப்புகளின்‌ 
கூடுதல்‌ காண வேண்டும்‌. மேலும்‌ s=n—r ஆனால்‌ 5 2 0 எனவே 
n -r > 0 அல்லது ர <r இதுவே n இன்‌ எல்லையை தீர்மானிப்பது. 


எனவே 


G(x,t) = Yc டா PA = ச LO 


n! 


AOL re 


1.28 லாகர்‌ பல்லுறுப்பின்‌ செங்குத்துப்‌ பண்பு 
பிறப்பிக்கும்‌ சார்பு 6(%, 1)இல்‌ இருந்து 


co 








1 —xt 
GEG ty = — emt = ) மிலன்‌. — (1) 
n=0 
1 அ co 
pe >. Le (x)s™ (2) 
ts ot 








ig (1-0 | டத > (3) 


என்போம்‌. 


82 


1.29 orar பல்லறுப்பின்‌ மடங்கும்‌ தொடர்புகள்‌ 
(Recurrence Relations) 
லாகர்‌ பல்லுறுப்பின்‌ பிறப்பிக்கும்‌ சார்பானது, 


et = (hs t) 2 த | + (1) 


n=0 


i) (n + 1) Ln41(X) = (Cn + 1 — x)L,(x) — nL,-1(x) 
பிறப்பிக்கும்‌ சார்பு 





G(x, t) = = ert = no 
-xt 
e1-t 
=(1+1) ) et >(0 
n=0 
சமன்பாடு (ஐ t ஐப்‌ பொருத்து வகையிட 
a nn n—1 n 
G-p? —— ¢1-t = L,nt — z L, (n + 1)t 


es pa Ly (Ot = » Lint _ >: L, (n + 1)t” 
in m=(1-9 [> nt en-1 «Zo lat" 
= = Dt ன! 
5 So + Diet” — 2 nL, tr — Son + DL 


இன்‌ குணகங்களை ஒப்பிட, 


—xL, = (n+ 1) 


மாதிரி-27 


நிரூபிக்க i)L,(0)=1 ML) = -௩ iii)L(0) ==n(n— 1) 


தீர்வு : 





_ பிறப்பிக்கும்‌ சமன்பாட்டின்படி 
co 1 ee 
y டில்‌ = —e Es 
n=0 


x = 0 என்க. 


IE 1 | 
La(0)t” = e =— = (1-1) 
> „Or + — 0 == (1-0) 


=1+t+t?+-- 


co 
> 
n=0 


இருபுறமும்‌ குணகங்களை ஒப்பிட L, (0) = 1 


d?y 
dx? 





ii) L,, (x) என்ற பலலுறுப்பு x +(1-x) = +ny=0 

என்ற லாகர்‌ சமன்பாட்டின்‌ தீர்வாகும்‌. எனவே 

xL (x) + (1—x)L,(x) + nL, (x) - 0 இதில்‌ x - 0 என்க. 

0 + L (0) +nL,,(0) = 0 இதில்‌ L, (0) = 1 எனவே L, (0) = —n 


iii) orst சமன்பாடு xLy(x) + (1 - x)L,(x) + nL) = 09 ஐப்‌ . 
பொருத்து வகையிட, 
xl" (x) + L(x) + L(x) — L(x) — xl" (x) + nL’, (x) = 0 
x = 0 எனில்‌, L (0) + L (0) — L4(0) + nL,(0) = 0 
2La (0) = La(0)(1 — n) 
ii) இன்‌ படி L (0) = —n எனவே 2L (0) = —n(1 — n) 

= n(n — 1) 


அல்லது 1; (0) = n(n — 1) 
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co 


[ erro = S cr | e *L,(x)L„(x) dx 
J | 


r=0 0 


k 
=) Cobra 
r=0 


k<n எனில்‌ r<k<n, எனவே ren அனைத்து r@lsör 
மதிப்புகளுக்கும்‌ rn =0, rán எனவே தொகையின்‌ மதிப்பு, 
சுழியாகிறது. L, COST முதலாவது கோவை Lao ஆகும்‌. 

எனவே %” = (—1)"n!-L, (x) + Pn-10) 

இதில்‌ Pr) எனப்படுவது, இன்‌ கீழ்‌ அடுக்குகள்‌ அடங்கிய 
[11()இன்‌ நேர்கோட்டு தொடர்புகளாகும்‌. இதை e*L,(x) ஆல்‌ 
பெருக்கித்‌ தொகையிட, | 


| அ றின்‌ இக 
0 


= (-1)"n! | e “[L,(x)]°dx + | e "P,. பியல்‌ 
0 0 


செங்குத்துத்‌ தன்மையினால்‌ வலப்புற இரண்டாம்‌ கோவை சுழியாகிறது. 
எனவே E e eL (x)dx = (—1)”n! a pe” [Li dx = 1: 


எனவே n = k எனில்‌ | e *x* L,(x)dx = (—1)"n! 
பயிற்சி 1.6 

நிரூபிக்க 

1 a) —{L3(x)} = —18 + 18x — 3x2 


d? 
b) q 0400] = 144 — 96x + 12x? 


d* 
d) zu) = 24 
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e 2n-m(_1)™ 
m!(n — m)! 
m=0 


2. கூ) =n! L. (0), Ne 
எனக்காட்டுக. 


131 ஸ்டூும்‌ - லியோலி (Sturm - Liouville) வகைக்கெழு சமன்பாடு 


இத்தகைய வகைக்கெழு சமன்பாட்டின்‌ பொதுவான அமைப்பு, 


d dy 
[200 | + [1409 + r()ly = 0 வலின்னு 


இச்சமன்பாட்டில்‌ 4 ஒரு மெய்‌ மாறிலியாகும்‌. வழக்கமான வகைக்கெழு 
சமன்பாடுகளுக்கான தொடக்க நிபந்தனை(]॥॥1i! Conditions களுக்குப்‌ 
பதிலாக ஸ்டூம்‌ லியோலி சமன்பாடுகள்‌, சில வரம்பு நிபந்தனை(B௦யாப்காy 
Conditions) களுக்குக்‌ கட்டுப்பட்டதாக இருக்கும்‌. பொதுவான வரம்பு 


நிபந்தனைகள்‌, 

ajy(a) + apy’ (a) = 0 

Bıy(b) 48216) = 0 ஆகும்‌. | > > (2) 
இவற்றில்‌ எ; , 2, B1, நீ மாறிலிகளாகும்‌. 


நிபந்தனைகள்‌ (க்குக்‌ கட்டுப்பட்ட சமன்பாடு (இன்‌ 
பொருளமைந்த தீர்வுகள்‌ மாறிலி இன்‌ குறிப்பிட்ட மதிப்புகளுக்கு 
மட்டுமே அமையும்‌. 4இன்‌ இம்மதிப்புகள்‌ சிறப்பியல்‌ மதிப்புகள்‌ 


(Characteristic values or eigen values) எனப்படும்‌. 


இத்தகைய சிறப்பியல்‌ மதிப்புகளுக்கான, சமன்பாடு (0 இன்‌ 
தீர்வுகள்‌ சிறப்பியல்‌ சார்புகள்‌ (Characteristic functions or Eigen 


functions) எனப்படும்‌. 
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- வரம்புகளுக்குக்‌ கட்டுப்பட்ட ஸ்டூம்‌ லியோலி சமன்பாடு, ஸ்டூம்‌ 
லியோலி பிரச்சினை (Sturm Lioville Problem) எனப்படும்‌. . 

சன்‌ A; என்ற குறிப்பிட்ட மதிப்பு i ஆவது சிறப்பியல்‌ மதிப்பு 
எனப்படும்‌. இதற்கான (1) இன்‌ தீர்வு ர; ஆனது i ஆவது “சிறப்பியல்‌ சார்பு 


என்று வழங்கப்ப்டும்‌. 

SE Ea சார்புகளின்‌ மிக முக்கியமான ஒரு. பண்பை 
(2) இல்‌ காணும்‌ வரம்பு நிபந்தனைகளில்‌ a2 = 0, 8, = 0 எண்ன, 

இப்போது y(a) =y(b) = 0 > (3) 


இருவேறு சிறப்பியல்‌ மதிப்புகள்‌ 4; மற்றும்‌ 4; என்போம்‌. இவற்றிற்கான 
சிறப்பியல்‌ சார்புகள்‌ y; மற்றும்‌ Y; என்க. த ஸ்டூம்‌ லியோலி 


சமன்பாடுகள்‌, 

Ti Zr + a +r)y;=0 | = (4) 
dy; 5 

= [eS | + (Aja +r)y;= 0 > (5) 


(4)ஐ ஏ; ஆலும்‌ a ஏ; ஆலும்‌ பெருக்கி, கழிக்க, 


(Ai = Aj aviv; = dx [poa iy, ம்‌ en y 20) 
X1 முதல்‌ X, வரை, இரு புறமும்‌ தொகைகாண, 
: X2 Xz | 
(A; — 4;) | qyıyjdx = | DE [po dx — f» ie கணக 
i x1 
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வலப்புறக்‌ கோவைகளைப்‌ பகுதிகளாகத்‌ தொகை காண, 


Xz 
(%-4) [ ayojaz = [POD] -yr 

X1 
நிபந்தனை (3) இன்‌ படி, ¿Ej எனில்‌ வலப்புறக்‌ கோவை சுழியாகும்‌. 
எனவே, 


(Ai — aj) I? எ yj dx - 0, i + j 
Ài + A, 


மேலும்‌ ந;,; இடைவெளியில்‌ ர()நிறையிடும்‌ சார்பு (weighting 
function) எனப்படும்‌. பெரும்பாலும்‌ இதன்‌ மதிப்பு 1 ஆகும்‌. எனவே, 


X2 


[yon @ar=0, iz) 
இது சிறப்பியல்‌ சார்புகளின்‌ செங்குத்துப்‌ (Orthogonal) பண்பைக்‌ 
குறிக்கும்‌. > 
1.32 டிராக்‌ டெல்டா சார்பு (Dirac Delta Function) 


இயற்பியல்‌ நிகழ்வுகளில்‌ சில கணத்தாக்குத்‌ (Implulsive) தன்மை 
கொண்டவையாகும்‌. எடுத்துக்காட்டாக, ஒரு. மின்சுற்றில்‌, மின்தூண்டல்‌ 
காரணமாகத்‌ தோன்றும்‌, மின்னியக்கு விசை,  இயக்கவியலில்‌ 
கணத்தாக்கினால்‌ உருவாகும்‌ இயக்கங்கள்‌ ஆகியவற்றை ஆராயப்‌ 
பயன்படும்‌ சார்பே டிராக்‌-டெல்டா சார்பாகும்‌. இது. ௦ (x) என்று 
குறிக்கப்படும்‌. 
இச்சார்பானது அதன்‌ பண்புகளைக்‌ கொண்டு 
வரையறுக்கப்படுகிறது. அவையாவன, 
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5(x)=0, 50 | > (1) 


f(x) ஒரு ஒழுங்கான சார்பு எனில்‌, 


f(0) = | f(x)6(x)dx > (2) 
அல்லது குறிப்பாக 
| 5(x)dx - 1 ம. 


அதாவது x = 0 புள்ளியில்‌ COR மதிப்பு அளவிட முடியாத அளவு 
அதிகமானதாகவும்‌, 2-0 க்குச்‌ சற்றே விலகினால்‌ அம்மதிப்பு, 
சுழியாகவும்‌ அமைகிறது. 


சமன்பாடு (2) “இல்‌ காணப்படும்‌ பண்பைக்‌ கொண்டு, சார்புத்‌ தொடர்‌ 
(sequence of function) பங்கீட்டின்‌ (distribution) எல்லையைத்‌ 
தீர்மானிக்க முடியும்‌. எடுத்துக்காட்டாக, n முடிவிலியை (n> ©) 


நெருங்கும்‌ போது இன்‌ சார்புத்‌ தொடர்களை ஏறக்குறைய டிராக்‌ டெல்டா 


சார்பாகக்‌ கொள்ள லாம்‌. 


i) 6, (x) = as > (4) 
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1/2n 


1 1 —1 
2n = = 
| n cosx dx = n(sinx) = n [sin (=) sin ஸே 


-1/2n = 
=n [sin (>) + sin (=)| (“ sin சார்பு, ஒற்றை சார்பாகும்‌) 


as 1 (-- 1 1 ) 
= 2nsin— = y 
2n A 2n 48n3 : *3840n5 


. ௯ ; | 
(மக்லாரின்‌ தொடர்‌ விரிவாக்கம்‌ sinx = x — x + = = 


27 


n 
= 1 = — E m L 
48n? T 3840n” 


n > œ எனில்‌ இதன்‌ மதிப்பு 1. 
சமன்பாடுகள்‌ (9,56) மற்றம்‌ (7) இல்‌ காட்டப்பட்டுள்ள டிராக்‌ டெல்டா 
சார்பின்‌ தோராய வடிவங்கள்‌ வெவ்வேறு சூழ்நிலைக ளில்‌ 


பயன்படுத்தப்படுகின்றன. (5) ஆம்‌ வடிவம்‌ வகையிடத்தக்கது. இதன்‌ 
வகைக்கெழுகள்‌ ஹெர்மைட்‌ பல்லுறுப்புகளைக்‌ காணப்பயன்படுபவை. ` 

(0 ஆம்‌ வடிவம்‌ ஃபூரியர்‌ பகுப்பாய்வில்‌ குவாண்டம்‌ இயக்கவியல்‌ 
பயன்பாடுகளில்‌ பொருத்தமானது. இயற்பியலில்‌ இத்தோராய மதிப்புகள்‌ 
போதுமானவையாக இருப்பினும்‌, கணிதவியலில்‌ எல்லை  Ón(x) 
அமையவில்லை. எனவே கணிதவியலில்‌ டிராக்‌ டெல்டா சார்பானது ஒரு 


சார்பாகவே கருதப்படுவதில்லை. 
்‌ மாதிரி 29 


-Ó(x) = un muro ஒரு டிராக்‌ டெல்டா சார்பு எனக்‌ காட்டுக்‌. 
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2. கலப்பினப்‌ பகுப்பாய்வு (Complex Analysis) 


2.1 கலப்பின எண்கள்‌ (Complex numbers) 


முன்னுரை 

a+ib என்ற அமைப்பிலிருக்கும்‌ ஒரு எண்‌ கலப்பின எண்‌ 
எனப்படும்‌. இதில்‌ a,b என்பன மெய்‌ எண்கள்‌ i = V-1 ஆகும்‌. இதில்‌ 
a மெய்ப்‌ பகுதி என்றும்‌ b என்பது கற்பனைப்‌ பகுதி என்றும்‌ 
வழங்கப்படும்‌. 

கலப்பின எண்ணானது வரிசைப்படுத்தப்பட்ட எண்களின்‌ 
| சோடியாகும்‌. இதனை z= (a, ம்‌) எனலாம்‌. 

மெய்ப்‌ பகுதியை a = R; அல்லது R(z) அல்லது Re(z) என்றும்‌ 
கற்பனைப்‌ பகுதியை b=, அல்லது 1(z) அல்லது Im(z) என்றும்‌ 
எழுதுவர்‌. 


+ 


22 கலப்பின எண்களின்‌ சமத்துவம்‌ (Equality of Complex num bers) 
இரண்டு கலப்பின எண்கள்‌ a + ib = c + id எனில்‌, a = b மற்றும்‌ 
6 ௪ d ஆகும்‌. 
ஒரு கலப்பின எண்‌ z = ௮௨4 ib இன்‌ எண்‌ அளவு (modulus) 


Iz] = |a + ib| = Va? + b? ஆகும்‌. எனவே 121 = 0 எனில்‌ a = 052 
0 ஆகும்‌. இணையிய எண்கள்‌ (Complex conjugates) A: a + ib மற்றும்‌ 


a — ib ஆகியன ஒன்றுக்கொன்று இணையிய எண்கள்‌ எனப்படும்‌. 


HE 


கலப்பின எண்களின்‌ இயற்கணித அடிப்படை விதிகள்‌: 


() கூட்டல்‌: 2, = (a, b) மற்றும்‌ 2, = (c,d) என்ற இ.ரு கலப்பின 


எண்களின்‌ கூடுதல்‌ 2 = 2, 4 2, = (a +c, b +d) 


(1) கலப்பின எண்களின்‌ கூட்டல்‌ பரிவர்த்திக்கும்‌ பண்புடையது. 
அதாவது, 
Z% ro = 22 FL 
21 +z, = (a+ ib) + (c+ id) 
= (a + c) + 1i(b +d) 
= (ec + a) +i(d +b) 
= (c+ id) + (a + ib) = zz + z; 


(ti) சேர்ப்பு விதி (Associative Law) 
2, + (22 + 23) = (4, +22) +23 y 
21 + (22 +23) = (a+ ib) + [(c + id) + (e + if)] 
| =(a+tib+c+tid)+(e+if) 
= (௪1 +2)+2° 
(iti) கூட்டல்‌ முற்றொருமை (Additive identity) 
Z+0=z | 
இதில்‌ கூட்டல்‌ முற்றொருமை எண்‌ 0 ஆகும்‌. 
(a+ ib+0+10)=a+ib 


(iv) நேர்மாறு | 

z+(—z)=0 
2 இன்‌ நோமாறு - Z ஆகும்‌. 
a 2-ம்‌ 
z+ (=z) Sarah hy 
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2.3 ஆர்கன்ட்‌ வரைபடம்‌ 





(x,y) ஆயத்‌ தொலைவுகளைக்‌ கொண்ட, கலப்பின எண்‌ x + ¿y ஆனது 
படத்தில்‌ P என்ற புள்ளியால்‌ குறிக்கப்படுகிறது. x அச்சு, மெய்‌ அச்சு 
_ என்றும்‌ Y அச்சு, கற்பனை அச்சு என்றும்‌ கொள்ளப்படுகிறது. இத்தகைய 
வரைபடம்‌ ஆர்கன்ட்‌ வரைபடம்‌ எனப்படுகிறது. இதில்‌ OP என்ற 
தொலைவு, எண்‌ அளவு (Modulus) என்றும்‌, x அச்சிலிருந்து OP 


கோணம்‌, கோண வீச்சம்‌ (argument) எனவும்‌ கூறப்படும்‌. 


2.4 எண்ணளவு மற்றும்‌ கோண வீச்சம்‌ (Modulus and argument) 
x + Ly ஒரு கலப்பின எண்‌ என்க. 
x= T cos 8 மற்றும்‌ y = r sin 0 எனில்‌ 
= xX? + y? = r°cos? 0 + sin?0 = r? 
கல்லது r= PE 


r ஆனது கலப்பின எண்‌ x + iy இன்‌ எண்‌ அளவாகும்‌. இதனை |% + iy | 


என்று குறிப்பிடுவர்‌. 


y 


y 


BS of . இழ 
—— மறறும sind = —— 


மேலும்‌ cos O = 
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- கீழ்க்கண்ட எண்களைத்‌ துருவ ஆய வடிவில்‌ காட்டுக. 





1+1 7 NHL. 
6. — விடை cos--+tisin- 
ந்‌ கத்‌ 2 2 
2+6iV3 I 
E — விடை 2 (cos —+isin =) 
5-+iV3 3 3 
(2 t51)(-3-+1) ௯ - a . 
6. ௫. என துருவ ஆயங்களைக காணக. 


(1-21) 


350 za 1 
விடை ——, tan 1(- —) 
= 17 


2.5. கலப்பினமாறியின்‌ சார்புகள்‌ (Functions of Complex Variables). 


முன்னுரை 

இயற்பியல்‌ நண்பனின்‌ கணிதப்பகுப்பாய்வில்‌, கலப்பின மாறி 
(complex variable) சார்புகளின்‌ கொள்கையானது (theory of functions) - 
a வலிமையான ஆயுதமாகப்‌ பயன்படுகிறது. கலப்பின எண்ணானது 
இருமெய்‌ எண்களைக்‌ கொண்டு உருவாக்கப்படுகிறது. எனவே கலப்பின 
எண்களின்‌ புலத்தில்‌, - இயற்கையாகவே மெய்‌ எண்களின்‌ புலம்‌ 
அடங்குகிறது. கலப்பின எண்களின்‌ புலமானது, மெய்‌ எண்களின்‌ 


புலத்தின்‌ விரிவாக்கம்‌ எனவும்‌ கொள்ள லாம்‌. 


மெய்‌ எண்‌ சார்புகள்‌, முடிவிலி மெய்த்‌ தொடர்கள்‌ (real series) 
மற்றும்‌ தொகைகள்‌ ஆகியவற்றில்‌ மெய்‌ எண்களுக்குப்‌ பதிலாகக்‌ 
கலப்பின எண்களைப்‌ பிரதியிட்டுக்‌ கலப்பின எண்களின்‌ 


கொள்கைகளைப்‌ பெறலாம்‌. 


x;y என்பன மெய்ச்‌ சார்புகள்‌ என்றால்‌ x + iy = Zz. இதில்‌ 2 
என்பது கலப்பின எண்‌ ஆகும்‌. i = V—1 . xen மெய்ப்‌ பகுதி என்றும்‌ yous 


கற்பனை பகுதி (imaginary part) என்றும்‌ கூறுவர்‌. 
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ஒளி விலகல்‌ stesor(index of refractioணை மெய்‌ எண்ணாகக்‌ 
கருதும்போது, ஒளியாற்றல்‌ பொருள்களில்‌ உறிஞ்சப்படுவதை (absorption) 
கணக்கில்‌ கொண்டு, ஒளிவிலகல்‌ எண்‌ கலப்பின எண்ணாகக்‌ 
கருதப்படுகிறது. மின்சுற்றுகளில்‌ மின்தேக்கி மற்றும்‌ தூண்டு சுருள்களின்‌ 
மின்னெதிர்ப்பைக்‌ கணக்கிலெடுக்கும்‌ போது மின்தடையானது கலப்பின 


எண்ச- R +i (ol ன —) எனக்‌ கொள்ளப்படுகிறது. 


கலப்பின மாறியின்‌ சார்புகளை (functions of complex variable) 
- ஆராய, மெவ்மாஜி க்குப்‌ பதிலாகக்‌ கலப்பின மாறி சஜப்‌ பிரதியீடு செய்ய 
வேண்டும்‌. இதற்குத்‌ தேவையான சில விளக்கங்கள்‌ கீழே 


கொடுக்கப்பட்டுள்ளன.. 


2.6 விளக்கங்கள்‌ 
(a) ஒரு புள்ளியின்‌ அருகாமைப்பகுதி (Neighbourhood of a point) 


ஆர்கன்ட்‌ வரைபடத்தில்‌: (Argand diagram) Zo புள்ளிக்கு 
அருகாமைப்‌ பகுதி எனப்படுவது 2௦8 அடுத்து |Iz—Zo| SE என்ற 


நிபந்தனைக்குக்‌ கட்டுப்பட்ட 2 எனும்‌ அனைத்துப்‌ புள்ளிகளின்‌ 


கணமாகும்‌. (இதில்‌ € யாதாமொரு மிகச்சிறிய நேர்‌ எண்ணா கும்‌. 


(b) எல்லைப்புள்ளி (Limit point) 


ஆர்கன்ட்‌ வரைபடத்தில்‌ Zo வின்‌ அருகாமைப்‌ பகுதிகளில்‌ 


அமையும்‌, சழியைத்‌ தவிர்த்த மற்ற 


கணத்தின்‌ புள்ளிகளெனில்‌, Zo ஆனது 
வகைப்படும்‌. அவையாவன , 


அனைத்துப்‌ புள்ளிகளும்‌ 5 என்ற 


5 கணத்தின்‌ எல்லைப்புள்ளி 


எனப்படும்‌. எல்லைப்புள்ளிகள்‌ இரு 
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(1) உள்ளடங்கிய புள்ளிகள்‌ (Interior points) 
(11) வரம்புப்‌ புள்ளிகள்‌ (Boundary points) 


தரவின்‌  அருகாமைப்பகுதி 5 கணத்தின்‌ அனைத்துப்‌ 
புள்ளிகளையும்‌ உள்ளடக்கி இருப்பின்‌, s கணத்தின்‌ எல்லைப்புள்ளி 20 
வானது உள்ளடங்கிய புள்ளி எனப்படும்‌. | 

2ழவின்‌ அருகாமைப்பகுதியிலுள்ள புள்ளிகளனைத்தும்‌ கணம்‌ soos 
சேர்ந்தது இல்லையெனில்‌, எல்லைப்புள்ளி வானது வரம்புப்புள்ளி . 
எனப்படும்‌. 
(c) மூடிய கணம்‌ (Closed set) 

ஒரு கணத்தின்‌ எல்லைப்புள்ளிகள்‌ அனைத்தும்‌ அக்கணத்தில்‌ 


அடங்குமாயின்‌ அக்கணம்‌ மூடிய கணம்‌ எனப்படும்‌. 


(d) திறந்த கணம்‌ (Open set) 


உள்ளடங்கிய புள்ளிகள்‌ அனைத்தும்‌ ஒரு கணத்தில்‌ 
அடங்குமாயின்‌ அக்கணம்‌ திறந்த கணம்‌ எனப்படும்‌. 
(e) வரம்பு கொண்ட மற்றும்‌ வரம்பற்ற கணம்‌ (bounded and 
unbounded set) 

ஒரு கணத்திலடங்கிய 2 என்ற புள்ளிகள்‌ அனைத்தும்‌, k என்ற 
மாறிலியைக்‌ கொண்டு, |z| <k என்ற நிபந்தனைகளுக்குக்‌ கட்டுப்பட்டு ' 
அமையுமானால்‌, அக்கணம்‌ வரம்பு கொண்டது எனலாம்‌. 


அத்தகைய எண்‌ k அமையவில்லையெனில்‌ அக்கணம்‌ வரம்பற்றது 
எனப்படும்‌. 


106 


(f) அரங்கம்‌ (Domain) 


ஆர்கன்ட்‌ வரைபடத்தில்‌, ஒரு, புள்ளிகளின்‌ கணத்திலுள்ள 
ஒவ்வொரு ஜோடி புள்ளிகளும்‌ பல்கோணவில்‌ (polygonal arc) லினால்‌ 


இணைக்கப்படுமானால்‌ அப்புள்ளிகளின்‌ கணம்‌ அரங்கம்‌ எனப்படும்‌. 
கலப்பின மாறியின்‌ சார்புகள்‌ 


w=utiv மற்றும்‌ z =x + iy ஆகியன இரு கலப்பின எண்கள்‌ 
என்போம்‌. ஒரு அரங்கத்தில்‌, ஒவ்வொரு ¿Q மதிப்பிற்கும்‌, ஒன்று 
அல்லது அதற்கு மேற்பட்ட வின்‌ மதிப்புகள்‌ அமையுமானால்‌, W ஆனது 


இன்‌ சார்பு எனப்படும்‌. இதனை w = 7 (2) எனலாம்‌. 


ஒரு அரங்கத்தில்‌, இன்‌ மதிப்பிற்கு, W ஒற்றை மதிப்பைப்‌ 
பெறுமானால்‌ அச்சார்பு ஒற்றை மதிப்புச்‌ சார்பு (single valued function) 
எனப்படும்‌. இன்‌ ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும்‌ அல்லது பல மதிப்புகளுக்கு w 
ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட மதிப்புகளைப்‌ பெறுமானால்‌ w ஆனது சன்‌ 


பல்மதிப்புச்‌ சார்பு (Multi valued function) எனப்படும்‌. 


(ஐ தொடர்ச்சி (Continuity) 


ஒரு அரங்கத்தில்‌, 2௦ புள்ளியில்‌ கலப்பின மாறி இன்‌ சார்பு flo, 
தொடர்ச்சியானது எனில்‌ அரங்கத்தில்‌ ஒவ்வொரு புள்ளியும்‌ |Z — Zol < ô 
என்ற நிபந்தனைக்குக்‌ கட்டுப்பட்டு f(z) fo) Se என அமைய 
வேண்டும்‌. | 

€>0 ஒரு நேர்‌ எண்‌ மற்றும்‌ 6 ஆனது E ஐப்‌ பொருத்தது. 
பொதுவாக சி = P(E, Zo) | | 
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(h) வகையிடத்தக்க தன்மை (Differentiability) 


ஆர்கன்ட்‌ வரைபடத்தில்‌, அரங்கம்‌ Ded f(z) ஒற்றை மதிப்புச்‌ சார்பு 
என்க. இச்சார்பு புள்ளி 2, வில்‌ வகையிடத்தக்கது எனில்‌ எல்லை 2 > Zo 
க்கு டட ஒரு குறிப்பிட்ட எல்லை மதிப்பை அடைய வேண்டும்‌. 
(ij)  பகுமுறைச சார்பு (Analytic function) 


அரங்கம்‌ இல்‌ சார்பு f(z) ஆனது ஒவ்வொரு புள்ளியிலும்‌ ஒற்றை 
மதிப்புடன்‌, வகையிடத்தக்கதாயும்‌ அமையுமானால்‌ அச்சார்பு பகுமுறைச்‌ 
சார்பு அல்லது ஒழுங்கான சார்பு எனப்படும்‌. 


0) சிறப்புப்‌ புள்ளிகள்‌ (Singular points) | 


ஒரு சார்பு, அரங்கம்‌ இல்‌, ஒரு சில புள்ளிகளில்‌ மட்டும்‌ 
வகையிடத்‌ தக்கதாக அமையாது. அத்தகைய புள்ளிகள்‌ சிறப்புப்‌ 


புள்ளிகள்‌ எனப்படும்‌. 


f(z) என்ற சார்பு ஒரு அரங்கத்தில்‌ ஒழுங்கு முறையாக இருக்கத்‌ 
தேவையான நிபந்தனைகள்‌ 


2.7 காஷி - ரீமான்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


ஒரு சார்பு f(z) = u+ iv, அரங்கம்‌ (Domain) 8ல்‌ அனை த்துப்‌ 
புள்ளிகளிலும்‌ பகுமுறைச்‌ சார்பு என்பதற்குத்‌ தேவையான 
. நிபந்தனைகளாவன (necessary conditions) 
pôu _ av i) OM = 22 
(i) ax ற Cii) oy Ox 
- du du dv ðv 


மேலும்‌ —, Bp? de op ஆகிய அனைத்தும்‌ அமைய வேண்டும்‌ . 
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நிரூபணம்‌ - 
அரங்கம்‌ இல்‌ 7(2) ஒரு ஒழுங்கான சார்பு என்போம்‌. f(z) =u + iv, 
இதில்‌ u மற்றும்‌ ஏ ஆகியன x மற்றும்‌ இன்‌ சார்புகளாகும்‌. 


இல்‌ சிறிய அதிகரிப்பு 6% மற்றும்‌ க்கு முறையே ம மற்றும்‌ 
இல்‌ அதிகரிப்பு Su மற்றும்‌ dv எனில்‌ 


f(z + 8z) = (u + Su) + i(v + ôv) 


இப்போது 
f(z+6z)—f(z) u + ôu) + i(v + ôv) — (u + iv) 
OZ = ÓZ 
_ ou +ióv ou. . Ov 
EN SH — + l — 
Br இதப்‌ இது 
எல்லை. f(z+6z)—f A எல்லை Ou ov 
öz > 0 5z புழுத்‌ பர்த்‌ 
எல்லை 
அல்லது f'(Z)= ௨0 அகரன்‌ > (1) 


௦2 ஆனது சுழியை எப்பாதையிலும்‌ நெருங்கலாம்‌. 


a) மெய்‌ அச்சு (% அச்சு) வழியாக நெருங்க 


Z=x + பர ஆனால்‌ x அச்சில்‌; = 0 


Szex; u 
dy = 0 
இம்மதிப்புகளை (1) இல்‌ பிரதியிட 
f'(z) = எல்லை (du i=) BEE => (2) 
5x0 ôx | 


dx * Ox 
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2.8 ஒரு சார்பு f(z) பகுமுறை சார்பாக இருப்பதற்குப்‌ போதுமான 
நிபந்தனைகள்‌. (Sufficient Conditions) 

தேற்றம்‌ 

ஒரு சார்பு f(z)=utiv, R அரங்கத்தில்‌ (Domain) அனைத்துப்‌ புள்ளி 


களிலும்‌ பகுமுறை சார்பாக இருப்பதற்குப்‌ போதுமான 
நிபந்தனைகளாவன. | 


Ou Ov du Ov du du dv dv 


Gen me 
=> >» நத "> 


ஆகியன R அரங்கத்தில்‌, x மற்றும்‌ இன்‌ தொடர்சார்புகளாக 
(Continuous Function) இருக்க வேண்டும்‌. 
நிரூபணம்‌ 


7 (2) என்ற சார்பு ஒற்றை மதிப்பு (single valued) சார்பாக, R அரங்கத்தின்‌ 
அனைத்துப்‌ புள்ளிகளிலும்‌ 
du du dv dv 

| ox‘ Oy ax . 
ஆகிய வகைக்கெழுக்களைப்‌ பெற்றிருக்குமானால்‌, காஷி-ரீமான்‌ 
சமன்பாடுகளுக்கு அது இணங்கும்‌. | 
டெய்லரின்‌ தேற்றப்படி, 
f(z + 6z) = u(x + dx, y + ôy) + iv(x + OX, 3 PO) 


= u(x, y) + [Sox + ur + ibe») + [E bx + = a gy] 4 


ou 017 14 Ov 
= À betas தட்ட + as O + i—Ó |+ ane 
hu(x, y) + iv(x,y)] + | ox + படக] Pe ye ay 


Ou Ov du 017 
mes — 1 — + —— + ட்ட ட்‌ +- ... 
PEIN = T = on Fe 0y ie 
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வகையிட, 





du 1 a x oo (1 
— == — 2y = — 
0x (ட 174) (% + y?) 
du 1 1... et I x a 
க த போரு A மர பந) 
ந ou dv 
மீண்டும்‌ வகையிட, 
du. 1 ¿Y 
u er EN 2 
Oy 2x Ey) y (x2 + y?) > (3) 
017 1 eV Y 
dx az ~ (x2 + y?) N) 
x2 
(3) மற்றும்‌ (4) இல்‌ இருந்து 
du E 017 
ரு... 0x 


காஷ்‌ ரீமான்‌ சமன்பாடுகளைத்‌ திருப்திப்படுத்துவதால்‌ x?+y? = 
என்று இல்லாத போது மட்டும்‌ w = 1௦22 ஒரு பகுமுறைச்‌ சார்பாகும்‌. 
x +y? = 0 எனில்‌ x = y = 0 அல்லது x + iy = 0 அல்லது z = 0 
w=u+tiv 


dw du ov x y x —iy 


Fie eee ten அட a படர = 
de de Ox (PY) (GP ty) GP Ly) 
See DY 1 
(xt+iy)(x—iy) x+iy z 
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மாதிரி 10 
ல்‌ z|z| எங்கேயும்‌ பகுமுறைச்சார்பல்ல எனக்காட்டுக 
தீர்வு : 
w=2|z| 
w= u + iv ண்பன்‌ Z=Xx + 
எனவே  u+iv=(x+ iy)/x? + y? 
ar 
v=yļ Fy? 


ட a ER 2 2er 1 


du ELA 
EE A 55 
ax .2./x2 + y? ay + y? டம ENS 


x2 x? + 2y? 


டர்‌ பூ x” AYER EN 
= {x2 + y? + —=— 
ia Hal, ae 


du 01 
dx dy z 
எனில்‌ 
ய. 2 237 டர xy 
Oy 2fx2+y2 Jx2+y? 
Ov A EX a 
ax 2x2 + y? + y? a + y? 
du E 017 
Oy 0x 


காஷி-ரீமான்‌ சமன்பாடுகளுக்கு இணங்கவில்லை. 


z|z| என்ற சார்பு எவ்விடத்திலும்‌ பகுமுறைச்சார்பல்ல. 
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எனவே 


மாதிரி .11 
சார்பு f(z) = ம ம இதில்‌ 


x(1+0-y?*(1-1) 


; ZEN 
x? +y? 


f(z) = 
= 0 z=.) 


z = 0வில்‌ சார்பு காஷி-ரீமான்‌ நிபந்தனைகளுக்கு இணங்குகிறது 


எனக்காட்டுக. z = 0வில்‌ இச்சார்பு ஒரு பகுமுறைச்சார்பா? உமது 





விடையை நியாயப்படுத்துக. 
தீர்வு : 
3 7 3 
xati- y a-i) 
A OO O 
எனவே 
Say Y 
xy? E x2ry2 
du du dv dv 


° eins | o O a 
“bx! By’ ax’ dy ஆகிய வகைக்கெழுக்கள்‌ (0,0) புள்ளியில்‌ g என்ற 
மதிப்பைப்‌ பெறுகின்றன. எனவே முதல்‌ கொள்கை (First principle) 


முறையைப்‌ பயன்படுத்துவோம்‌. ஆதி (0,0) வில்‌, . 


3 

du _ a u(0+h,0)—u(0,0) — எல்லை k / h2 _ 1 
— 77 60) e பா q SR | 
Ox h h- 0 h 

h-0 

$ —k3 | 

du எல்லை 1(0,0-/6)-1(0,0) / k? 
— = N யல்‌ Se | 
dy 80 k | k 


ட்‌ 3 
dv எல்லை y(0+h,0)—v(0,0) _ k /n2 





ax h>0 h ce 1 
ட்‌ e 3 
Ov ன்‌ எல்லை v(0,0+k)—v (0,0) E k? _ 1 
dy 20 Ka k 
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SU 0 i 11 
இதிலிருந்து — = = மறறும்‌ 7,7 = எனவே சார்பு z = 0 வில்‌ 


காஷி-ரீமான்‌ நிபந்தனைகளுக்கு இணங்குகின்றது. மேலும்‌, 


எல்லை f(z)—f(0) 
அ 0 — 
e அனு 


Z 


எல்லை [x —y° +i(xt+y*) ட்‌ 1 





2௮0 x? y? x-Hiy 
y=x வழியாக z ௯ 0 எனில்‌ 


எல்லை x3..x3 tiQe?-+2x3) 1 


f'(0) = x > 0 


x?2 S "xix 
2i | (i =i (reo 1 
ச A OO. NE ப 10, 
ட்டு. 16% CL 6004-0 1+1 2 


. y=0 வழியாக zZ 0 எனில்‌ 
டு me ட்ட... EEE E) 
x>0 DR 
எனவே £'(0) ஒரே மதிப்பைப்‌ பெறவில்லை. எனவே சார்பு f(2),2= 


0வில்‌ பகுமுறைச்‌ சார்பல்ல. 


பயிற்சி 2.2 
கீழ்க்கண்டவற்றில்‌ பகுமுறைச்‌ சார்புகள்‌ எவை எனக்‌ கண்டறிக. 
bie x ly? விடை y = x எனும்‌ அனைத்துப்‌ 
புள்ளிகளிலும்‌ பகுமுறைச்‌ சார்பாகும்‌. 


2. 2xy + i(x? — y?) விடை பகுமுறையற்றது. 





3 x-iy 
: x?+y2 விடை பகுமுறையற்றது. 
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1 i : 
MA விடை z = +1 என்ற புள்ளிகளைத்‌ தவிர 


மற்ற அனைத்துப்‌ புள்ளிகளிலும்‌ பகுமுறை கொண்டது. 


x--Ly 
x-iyta 





விடை பகுமுறையற்றது. 
6. sin x cos hy + i cos xsinhy wL — பகுமுறைச்‌ சார்பு. 


7 xy+iy? விடை- ஆதியில்‌ மட்டுமே பகுமுறைச்‌ சார்பாகும்‌. 


2.10 கலப்பினத்‌ தொகைய்டு (Complex Integration) 


மெய்‌ மாறியின்‌ தொகை i. JR (x)dx@)err பாதையானது Xx அச்சில்‌ 
x= i முதல்‌ x = b வரை அமையும்‌. ஆனால்‌ கலப்பின மாறி f(z) இன்‌ 
வரையறுக்கப்பட்ட தொகையானது, ஆர்கன்ட்‌ வரை படத்தில்‌ புள்ளி 
-z = a யிலிருந்து புள்ளி 2 = b வரை எப்பாதையிலாவது, J f(z)dz என்ற 
குறிப்பிட்ட (definite) தொகையாக அமையும்‌. 


இத்தொகையின்‌ மதிப்பு, பாதையைப்‌ பொருத்து அமையும்‌. ஆனால்‌ 
a யிலிருந்து b வரை உள்ள வரைகோடுகள்‌ பகுமுறை கொண்டவை 


(Regular) எனில்‌ இத்தொகை மாறா மதிப்பைப்‌ பெறும்‌. . 
மாதிரி 12 

தொகையின்‌ N காண்க. iP (x + y)dx + x*ydy 
a) y = x? வழியாகப்‌ புள்ளி (0,0) முதல்‌ புள்ளி (3,9) வரை 
by = 3x வழியாக மேற்கண்ட புள்ளிகள்‌ வழியாக 
மதிப்புகள்‌ பாதையைப்‌ பொருத்து அமைகின்றனவா ? 
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பயிற்சி 2.3 


AL A (11 முதல்‌ B (2,8) வரை, f(z) = x*+ixy@ or தொகை 
காண்க. 1) AB நேர்கோட்டின்‌ வழியாக | 
ii)x=t, y= என்ற வளைகோடு (இன்‌ வழியாக 


1094 | 
21 5 


விடைகள்‌ (1) -2(147-710 (ii) —| 


2.  மதிப்பிடுக. 
21 
| (2x + iy + 1)dz 
Hol 
ix=t+1, y=2t*—1 வழியாக 


ii)1—i மற்றும்‌ 24ம்‌ ஐ இணைக்கும்‌ நேர்கோட்டின்‌ வழியாக 
விடைகள்‌ (9440 (9448 


3. J. By’dx +2ydy) என்ற தொகையை மதிப்பிடுக. இதில்‌ c 
என்பது x’ +y? =1 என்ற வட்டம்‌. இவ்வட்டத்தில்‌ ( 1 0 ) 
புள்ளியிலிருந்து கடிகார-முள்‌ சுற்றும்‌ திசைக்கு எதிர்‌ திசையில்‌ (0, 1) 
புள்ளி வரை 

விடை = —1 
4. மதிப்பிடுக f "'(z)? dz 

(1) மெய்‌ அச்சில்‌ 2 வரை பின்‌ செங்குத்தாக 2 + i வரை 

விடை (HÉ (144 11ம்‌ 


Giy = o என்ற கோடு வழியாக விடை (ii) =. C=) 
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2.11 எளிதாக இணைக்கப்பட்ட மண்டலம்‌ (Simply Connected Region) 


(i) ஒரு எளிய வளைகோடு இன்‌ வரம்பிற்குட்பட்ட பகுதி R இல்‌ மட்டுமே 
காஷியின்‌ தொகை தேற்றம்‌ பயன்படும்‌. எளிய வளைகோடு எனப்படுவது 


தன்னைத்தானே வெட்டிக்கொள்ளாத, மூடிய வளைகோடாகும்‌. 


(ii) பல்‌ இணைப்பு மண்டலம்‌ (Multiple Connected Region) 
எனப்படுவது, இரண்டிற்கு மேற்பட்ட வளைகோடுகளுக்குள்‌ அடங்குவது. 


. 


jae ப்‌ 3 > > < 
> ள்‌ b > N Y ச 
x a má A . 
` ௫ q > - ௬ 
há s . we - ந 


அவவ 


ஒரு பல்‌ இணைப்பு மண்டலத்தை, ஒன்று அல்லது அதற்கு மேற்பட்ட 
வெட்டுகள்‌ மூலமாக எளிதாக இணைக்கப்பட்ட மண்டலமாக மாற்றலாம்‌. 
2.12 காஷியின்‌ தொகை தேற்றம்‌ (Cauchy’s Integral Theorem) 


ஒரு எளிய மூடிய வரைகோடு 0இன்‌” மேலும்‌, உட்புறமுள்ள 
அனைத்துப்‌ புள்ளிகளிலும்‌, ஒரு பகுமுறைச்சார்பு 7(2)இன்‌ வகைக்கெழு 
ரீ (௪) தொடர்ச்சி (Continuous) யானது எனில்‌, 


| f(z)dz = 0 
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நிரூபணம்‌ 

ஒரு மூடிய வரைகோடு இன்‌ உட்பகுதி அரங்கம்‌ R என்போம்‌. — 
| f (2) =u + iv 

ZE Y 


dz = dx + idy என்க. 


[rs = fa + iv)(dx + idy) 


= | (udx — vdy) +i | (78% + மண்‌) 


கிரீனின்‌ தேற்றம்‌ (Green’s function) (ஒரு தளத்திற்கு) 


- தளத்தில்‌, ஒரு எளிய மூடிய வளைகோடு இன்‌ வரம்பிற்குள்‌ 
டு ; Be | 0 உ சம்‌ 
அமையும்‌ அரங்கம்‌ Rஇல்‌, சார்புகள்‌ PAYA) மற்றும்‌ 3, 


தொடாச்சியானவை எனில்‌, 


es ப - 2) dxdy 


இதன்படி 


fros- ffe 2 S ar | =) ) dxdy 
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i | | | pu 
> | 2 N | | ங்‌ ‘ es) A : 
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[2+ 1|= 1 என்ற வட்டத்தின்‌ மையம்‌ 2---1, அதன்‌ ஆரம்‌ ஒரலகு. 
இவ்வட்டத்தினுள்‌ சிறப்புப்புள்ளிகள்‌ எதுவும்‌ அமையவில்லை. எனவே 
காஷியின்‌ தொகை வாய்பாட்டின்‌ படி 
24 
| dz = 0 


7222-5 


Cc 
ஆகும்‌. 
2.13 காஷியின்‌ தொகை தேற்றத்தைப்‌ பல்‌ இணைப்பு மண்டலங்களுக்கும்‌ 
விரிவாக்குதல்‌ | 
இரு எளிய மூடிய வளைகோடுகள்‌ C, மற்றும்‌ 6; க்கு இடையே 
உள்ள பகுதி Rஇல்‌ f(z) ஆனது பகுமுறைச்சார்பு எனில்‌ 


] f(2)dz = ] fdr 


நிரூபணம்‌ 

ஒரு தொகை 7(2)இன்‌ பாதை AB வழியாக, CZ கடிகார முள்‌ 
சுற்றும்‌ திசையில்‌, பின்‌ BA வழியாக, இறுதியாக GA கடிகார முள்‌ 
சுற்றும்‌ திசைக்கு எதிர்‌ திசையில்‌ எனில்‌ 
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நிரூபணம்‌ 


a என்ற சார்பு cul புள்ளி ஈஜத்‌ noite மற்ற அனைத்தும்‌ 
புள்ளிகளிலும்‌ பகுமுறைச்சார்பு (analytic) எனலாம்‌. 


புள்ளி மஜ மையமாக, T ஆரம்‌ கொண்ட Cı என்ற சிறிய வட்டம்‌ 
முற்றிலும்‌  யினுள்‌ அமையுமாறு கருதுவோம்‌. 


C மற்றும்‌ Góg இடைப்பட்ட பகுதியில்‌ r3 ஒரு பகுமுறைச்‌ _ 


2-q 


சார்பாகும்‌. எனவே காஷியின்‌ தொகை தேற்‌ றப்படி, 


fds [fdz ff- y 


A T யக 2 = q அ ரதத 





க. er > (1) 


(1 இன்‌ மேல்‌ எப்புள்ளியிலும்‌, 


f(z) - ds -J "f(a +reey I 


ið 
If reid e" de 
[2 -a=rel®, dz=ri re'* 40] 


2T 


El [f(a + re!) — Fa) idd = 0 
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(7 சுழியை நெருங்க) 
2m 


27 | | 
dz ire’? Bons டட IES 
| - | = — (40 = id@ = il] 0 = 2ni 
0 Ona 


Z- a re 





C1 


எனவே (1) இல்‌ இருந்து 
f(z)dz _ : 
| 204/0 
அல்லது 
f O, 





f(a aS 


an a 


ஒரு பகுமுறை சார்பின்‌ வகைக்கெழுவுக்கான காஷியின்‌ தொகை 


வாய்பாடு 


f(z) என்ற சார்பு அரங்கம்‌ இல்‌ பகுமுறைச்சார்பு எனில்‌, அதன்‌ 
வகைக்கெழு, Rஇல்‌ z=a என்ற எந்தப்‌ புள்ளியிலும்‌ பகுமுறை 


கொண்டது. அதற்கான சமன்பாடு 


ரீ (ச) 
f(a): === eae 


2701 
C 
C என்பது இல்‌ 2 = a ஐச்‌ சுற்றிய மூடிய வளைகோடாகும்‌. 


நிரூபணம்‌ 


காஷியின்‌ தொகை வாய்பாடு, 
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\ y 
rm 
f 3 ரூ 
| 1) 
ON 
இ 
\ | 
t J 
2 - | 
Se, 5 
| £ 
இ. (Y 











iz) -2 என்பது, 2 அலகு ஆரமும்‌ ஆதியை மையமாகவும்‌ 


வட்டமாகும்‌. முனைவுகளைக்‌ காண, COS 2 = 0 என்போம்‌. 


37: Zr 
ar அலக்‌ 


x Tw T 
எனவே Z = — 7,7; 


N 


TE 


வட்டத்தினுள்‌ அமையும்‌ முனைவுகள்‌ z= — z மற்றும்‌ Z = > 
காஷி தொகை வாய்பாட்டின்படி, 


sin Z sin Z sin Z 
dz= dz + dz 
COS 2 cos Z COS ௪ 
E 


És E 











= 2ni(sinz),_« 
2 


+ 2rri(sin E 
= 2ni(1) + 27i(—1) 
= 0 
மாதிரி 18 
[| = 2 என்ற வட்டத்தின்‌ மேல்‌, 


es 
| உச்‌ 


C2 





இன்‌ மதிப்பைக்‌ காண்க. 





கொண்ட 


தீர்வு : 

தொகை சார்பின்‌ முனைவுகளைக்‌ கண்டறிய, 2211-0 என்க. 
z? = -1 அல்லது 2 = +i. 

இரண்டு எளிய முனைவுகள்‌ 2 = ட மற்றும்‌ 2 = —i ஆகும்‌. | 


ஆதியில்‌ மையமும்‌ இரண்டு அலகு ஆரமும்‌ கொண்ட 
வட்டத்தினுள்‌ இவ்விரு முனைவுகளும்‌ அமையும்‌. 








1 e? - 1 po 
a Gees -aZ 
DI: Ze இதம்‌ 229௮ Wes) டல்‌ ஜி 

C C 








தொகை தேற்றத்தின்படி, 


1 1 | 
= 271 Gars, = Ji 2711 (ere 


Zt 


= te'— re! 


ee) 


= 2rri sin 1 
2i 


= IZ 


மாதிரி 19 


C என்பது x? + y? = 4 என்ற வட்டமெனில்‌, 


d ; Br ; 
le = இன்‌ மதிப்பைக்‌ காண்க. 
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தீர்வு : 


முனைவுகளைக்‌ காண, 2-1 = 0 என்போம்‌. z = +1 ஆதியை 
மையமாகக்‌ கொண்ட 2 அலகு ஆரமுடைய வட்டத்தினுள்‌ 


இம்முனைவுகள்‌ அமைகின்றன. எனவே 





= 2mi(1) + 2ni(—1) 
=0 
மாதிரி 20 
C ஆனது |z - (| = 2 என்ற வட்டமெனில்‌, 


=D 


: (z + 1)2(z — 2) ae 


ஐ மதிப்பிடுக 
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பயிற்சி 2.4 





கீழ்க்கண்டவற்றை மதிப்பிடுக. 
nach — dz, ஒரு எளிய மூடிய வரைகோடு. புள்ளி 2 ௫ a 

i) க்கு வெளியே ii) c க்கு உள்ளே விடை ¿YO iini 
2 ib — dz, c என்பது '|2| = 2 என்ற வட்டம்‌ விடை 2rie 
3. f de z|=3 வட்டம்‌ c விடை —2ri 
E Í e c என்ற வட்டம்‌ |z} = 3 விடை 471 

ex : டட mie 

5. J. Ea dz, என்ற வட்டம்‌ |2| = 3, விடை 7 


6. [P(z)/Q(z)] & P(z) மற்றும்‌ Q(z) என்பன இரண்டாம்படி (degree 
two) கலப்பின பல்லுறுப்புகளாகும்‌. f(0) = f(—1) = 0 மற்றும்‌ 
சார்பு 7(2)இன்‌ இரண்டாம்‌ வரிசை (order 2) சிறப்புப்புள்ளி 2 = 1இல்‌ 


எச்சம்‌ -1 எனில்‌ 7(2)ஐக்‌ காண்க. 


= z(z+1) 
er, ER (2-1)? 


2.15 டெய்லர்‌ தேற்றம்‌ (Taylor's theorem) 
இல்‌ மையமும்‌ R ஆரமும்‌ கொண்ட ஒரு வட்டம்‌ Cயினுள்‌ 


அனைத்துப்‌ புள்ளிகளிலும்‌ f(z) என்ற சார்புப்‌ பகுமுறை (analytic) சார்பு 
எனில்‌ , ஒவ்வொரு புள்ளியிலும்‌ 
f(z) = f(a) + faye — a) - + ae - a2 4.422 - a)" 


+ --- 
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நிரூபணம்‌ 


(யினுள்‌ சஎன்ற புள்ளியைக்‌ கருதுவோம்‌. கயை மையமாகக்‌ 
கொண்டு zy உள்ளடக்கிய வட்டம்‌ C என்போம்‌. w என்பது C; இன்‌ மீது 


அமைந்த ஒரு புள்ளி, எனில்‌ 


¿er ர afe 
y. 


~ PAi 
at ne 
v 
A 
. 
4 
x 
Ñ 
ச்‌ 
, 
ந்‌ 
சீ 
ர 
> 
சி 
f 
~ 
த்ரி 
- 
சரி 
ரைவத துகள்‌. 


1 1 1 


w-z w-a+a-=z -(w-a)-(z-a) 








(w — a) [1-2-1 


L- ர 
வ ப 


ஈருறுப்புத்தேற்றத்‌ (binomial theorem) தைப்‌ பயன்படுத்த 


























1 1 ER — ந N 
[14 கக ) + க. do] 
விற குனு: | oes ae கட ஒல்‌. 
லு அ. தகு = 


|z—a| 


|w=a]| 


a 





இதில்‌ |z—a|< |w -a| அல்லது 
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எனவே தொடர்‌ (1 சீராக ஒருங்கும்‌ (converging) தொடராகும்‌. எனவே 
இத்தொடர்‌ வகையிடத்தக்க தாகும்‌. 
(Dep FW) ஆல்‌ பெருக்க, 


fw) _ fw) E (z — a)f (w) „oe a)’ f (w) on ia a)" f (w) 


W=z w-a (w — a)? (w — a)? * மு லூர்‌! 


waú பொருத்துத்‌ தொகை காண, | 





(w — a)? 


fw) as 
Sr mul, 2 dw + (z- a)’ dw + 
Cı 


n fw) Ad 
al) | op ae $ 


> (2) 


காஷியின்‌ தொகை வாய்பாட்டின்படி 
| T 5, = 2ni f(z) 

W-=z 
| TM iy = 2nif (a) 

w-a 


n= 





A A N Sar wi ATA EEE 
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இவற்றை (2) இல்‌ பிரதியிட, 


f” (a) 


n ! 


f(a) = fa (Oe Tad + 2 Q-a) +. + 








ச a) 
+ i 


மாதிரி 21 


கொடுக்கபட்ட கலப்பினமாறி சார்பின்‌, டெய்லா தொடருக்கான, 


முதல்‌ நான்கு கோவைகளைக்‌ காண்க. 


f(z) = SAET S | 
(z — 3)(z-4) 


2 = 2090 பற்றிய இதன்‌ ஒருங்கும்‌ அரங்கத்தையும்‌ காண்க. 


தாவு : 
aby 
A ~ | 
x 


ல அட டக 

(2-3)(2-4) 
ஒரு வட்டத்தின்‌ மையப்புள்ளி 2 - 2 எனில்‌, சிறப்புப்புள்ளிகள்‌ 
2 ௪3 மற்றும்‌ 4 அம்மையத்திலிருந்து 1 மற்றும்‌ 2 அலகு தூரங்களில்‌ 
அமைகின்றன. எனவே 1 அலகு ஆரமும்‌ 2 = 2ஐ மையமாகவும்‌ கொண்ட 
வட்டத்தின்‌ உட்புறம்‌ |z— 2| =1 இல்‌, “ கொடுக்கப்பட்ட சார்பு 


பகுமுறைச்சார்பாகிறது. 
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எனவே இதனை டெய்லர்‌ தொடராக விரிக்கலாம்‌. |z-2|= . 


1என்ற வட்டமானது சார்பின்‌ ஒருங்கும்‌ வட்டமாகிறது. 


ட வ. பய 
Ir (z—3)(z-4) z-3 z-4 


(பகுதிப்பின்னங்களாக) (partial fractions) 





—4 5 -F D | GS 
tee Gln a 


AG DAC 2 HE 29 4+ =] 
= a 912 913 
rs 2) Ge 2) Wats 2) ho 











2 4 8 


-(4-2)+(4-2)@-2+(4-2)@-2° +(e EE +> 


ர்‌ 27 | 59 | 
= St ee 2) + © =, 2y- ச. 2y + ln. 
வேறொரு வழிமுறை : 


உருவரை தொகைக்காணும்‌ (contour integral) முறையில்‌ டெய்லா்‌ 


விரிவாக்கத்தைப்‌ பெறலாம்‌. 


2-1 
f(z) = Cee PLZ) 
f(2) = 2+1 3 


(ER EZ 
ரீ (ஜெய்‌ பகுதிப்பின்னங்களாக்க, 


Z+1 ர்‌ 5 
(2-3- 2-3 2-4 
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இண்ட சி 5 N க 11 
[லா கு a FUN 4 


> ட 10 FE Eg 10. 27 
arpa TO gmp tes 
உ ARIA 30 ட 24 30 = 2477 
f Mus Ga f KE) E 3 QC- 4) 8. 


டெய்லர்‌ தொடரானது, 








f(z) = f(a) + (z- a) f w n f(a ) EZ 2 f” (a) 
+ --- 
எனவே 
z+1 oes (z—2)* 27 MEA 177 
@-3)@-4) 2" e 2, Ie 


--*42-2-40-2₹-06-2 e 
விடை 
மாதிரி 22 
z=4 புள்ளியைப்‌ பற்றிக்‌, கலப்பினமாறிச்‌ சார்பு 


f(z) = a டெய்லர்‌ விரிவாக்கத்தைக்காண்க. இச்சார்பின்‌ 


ஒருங்கும்‌ பகுதியையும்‌ காண்க. 


தீர்வு : 


அண்டக்‌. 
e X 
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1 
(z-1)(z-3) 
z=49 மையமாகவும்‌, 1 அலகு ஆரமும்‌ கொண்ட வட்டத்தின்‌ 


f(z) = 


மையத்திலிருந்து 1 மற்றும்‌ 3 துலகு தொலைவுகளில்‌ சிறப்புப்புள்ளிகள்‌ 
அமைகின்றன. எனவே வட்டத்‌ தின்‌ உட்புறத்தில்‌ சார்பு, 


பகுமுறைச்சார்பாகிறது. 
| : a 
T= C DE- ' pel G- DA-I 3 
பகுதிப்‌ பின்னங்களின்படி 
Tp 4 1 
a er 


னை 


ச be: 2 2 
(2) > le" 3 6-17 = 


URS LEE 


Ze) 
ப்‌ 6:06 —80 
f ப = 5 ur ன 
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என்வே டெய்லர்‌ தொடரானது, 


(a) 


f(z) = fla) + @- a) + BEE AO Om 


zogi 
.@-1)@-3) 


+00) 








o er Bra A Nr ee 
res (z—4) + E (z— 4) = (z — 4)” +- விடை. 
மாதிரி 23 


z = -ஐப்‌ பற்றிச்‌ சார்பு 7(2) = இன்‌ டெய்லர்‌ தொடரின்‌ 


முதல்‌ மூன்று கோவைகளைக்‌ காண்க. ஒருங்கும்‌ பகுதியையும்‌ காண்க. 
தீர்வு : 


சார்பின்‌ முனைவுகளைக்‌ காண 2“ + 4 = 0 என்க. 





எனவே z? = -4, z= 421 சிறப்புள்ளிகள்‌ z - 24 மற்றும்‌ z= _2[இல்‌ 
அமைகின்றன. z = -(ஐ மையமாக, ஒரலகு ஆரம்‌ கொண்ட வட்டத்தின்‌ 


மையத்திலிருந்து 21 மற்றும்‌ 2௫-2: தொலைவுகளில்‌, 
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சிறப்புப்புள்ளிகள்‌ இருக்கின்றன. எனவே வட்டத்தின்‌ உட்புறத்தில்‌ சார்பு, 
பகுமுறைச்சார்பாகிறது. 


== 
மேற்கண்ட சார்பினை வட்டத்தின்‌ மையம்‌ z = -ஐப்‌ பற்றி விரிவாக்க 


வேண்டும்‌. இதில்‌ a = —i 


ரக (dere dB > arda ft b+ al -1) 


+ --- 


mn, See: 
ei 


Po அம்‌ u: 21 2 
eee பாடலா 
1! ae (z? + 4)?2 — 2z. 2(2° + 4)2z 
FAR > EEE IAS 


(z* + 4)2 - 8z? 


NAO 


ட 1 டம்‌, 
TE பிரதியிட, — ய் 


ரல +O) 


ர்‌ - (1:42 u O +14 





eee 


ஒருங்கும்‌ பகுதி |z 4 ர| <1 ஆகும்‌. 
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2.16 லாரன்ட்‌ தேற்றம்‌ (Laurent’s theorem): 
f(z) என்ற சார்பை ஒரு புள்ளியைப்‌ பற்றி விரித்து எழுதும்‌ போது, 
அப்பள்ளியில்‌ அச்சார்பு பகுமுறையற்றது எனில்‌ அதை லாரன்ட்‌ தொடரில்‌ 
எழுத வேண்டும்‌. டெய்லர்‌ முறையில்‌ அல்ல. 
a ஐப்‌ பொது மையமாகக்‌ கொண்ட முறையே 1,1, ஆரம்‌ 
கொண்ட (1 ௩) C,,C2 என்ற இரு வட்டங்களிலும்‌ அவற்றின்‌ 


இடைப்பகுதி ஒ லும்‌ 7 (2) என்ற சார்பு, பகுமுறைச்‌ சார்பு எனில்‌, 








bz 
f(z). = ay + a, (z — a) + azlz ~ CET 
இதில்‌ 
m கலா பது. 
En 7 இஜர்‌ (w <= ne 
1 | f(w) த 
க்‌] (w — ay n+1 
நிருபணம்‌: 
இரு வட்டங்களுக்கிடையே AB என்ற வெட்டுப்பகுதியை 
யை எளிய 


இணைத்து, ௩ என்ற பல்‌-இணைப்புப்‌ (multi connected) பகுதி 


இணைப்புப்‌ (simply connected) பகுதியாக மாற்றலாம்‌. இப்பகுதி Rஇல்‌ 
] (2) பகுமுறை சார்பாகும்‌. எனவே காஷியின்‌ தொகை வாய்பாட்டின்படி 
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PB 1 | f(w)dw ee f(w)dw 4 ZES f(w)dw 


W=Z 2771 w-—Z 271 w-Z 
C1 AB C2 


2ni 
| 1 f(w)dw 
+ == 1 == ௫ 50) 

2771 wW—Z 

BA 
தொகைகள்‌ AB மற்றும்‌ BA வழியாக எதிரெதிராகச்‌ செல்வதால்‌ 
ஒன்றை ஒன்று ரத்து செய்யும்‌. c Air திசை ௦; க்கு எதிராகக்‌ கடிகாரமுள்‌ 
சுற்றும்‌ திசையில்‌ அமைவதால்‌ எதிர்க்குறியுடன்‌ கொள்ளப்படுகிறது. 
எனவே, 














f(z = am} en. Zum 50 
TEL ST ni] 
முதலாவது தொகை 4 == EL op டெய்லர்‌ விரிவாக்கம்‌ செய்ய 
Z s < 1 w ஆனது (இன்‌ மேல்‌ உள்ளது. 
if f(w)dw 
271 w-—Z 
_1 ff(wdw (z-a) f f(w)dw 
mij (w-a) zm (w — a)? 
„wa (fw ni 
2ni J (wa An 
im | wo f(w) 
2ni (w — ர ணா E 
க்ஸ்‌ க்விட்‌ கல nee 3 > (2) 


இரண்டாவது தொகையில்‌ w ஆனது இன்‌ மேல்‌ உள்ளது. 


|w=al| <|z—a| அல்லது 
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Iz — a] 
எனவே 
Re 1 $ 1 
w=z w-ata-z (w-a)-(z-a) 
| —1 1 
+ (w — a) 
NE (z-a) |1 - En 
nis (w — a)] " 
==» ee 
a  ¡¿w=—ax? w— ௩71 
gl AO AS 
+ | 
qn 2 வல்‌ பெருக்க, 
LF Ww) 


f (w) | (w — a) 1 (w- a)? E 

ma a a ய வன ௩ a அடு 
1 T fw) MW) 

i) ப்‌ (z — a)? 2ri (w — a)! E (z — a)? 2rri (w — a)? 





லு 27 





rae. 
தொகையிட, 
__1 ¢ fw)dw 
2rri (w — z) 
1 1 Babies 
E — (1) 2ni ani | ll ze (a E 2ni. ப்‌ —a) 1 


1 | À (w)dw 


(z — a)? 2ni J (w- a)” 
C1 ; 


+ 
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bı ha b3 2 


IDEEN o FIT பித்தத்‌ வ்‌ 0 3 
o pr DA ra அத்தி 
த்‌ 1 f(w)dw 
1 Fmi (w JE a) n+1 
(2) மற்றும்‌ (3)ஐ (1) இல்‌ பிரதியிட | 
=- $@) = do + ar (z — a) +a, — a) +--+b,(z2- ay? +b,(z — ay 
An ல்க 
அல்லது 
௦௦ ஜெ. b, | 
FE) = I ௬௨௰74) Gay 
n=0 n= 
மாதிரி 24 | 
லாரன்ட்‌ விரிவாக்கம்‌ செய்க. : 
4 | 
ச ர EX zp <2 
LA, 
தீர்வு : 
1 | 1 1 
நக > = om an 


கூடுது 22 7-1 
o Er 


=) arte 
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= <1 என்பதால்‌ வலப்புற முதலாவது கோவையிலிருந்து 2ஜயும்‌, 
2-ஐயும்‌ அடைப்புக்கு வெளியே 


இரண்டாவது . கோவையிலிருந்து 
எடுத்துவிட்டோம்‌. எனவே 


= : EA 14-44 

2 2-34 8 2 z3 
O பவத்‌ z* =g3 1 1 1 1 
= TT ee அத 2 


மாதிரி 25 
— 1 . 
f(z) = EE ஐ (i)1 < |z| <2 
(ii)|z| > 2 எனில்‌ லாரன்ட்‌ விரிவாக்கம்‌ செய்க. 

















2 
தீர்வு : 
1 
f(z) = 551 
(1 + z2)(z + 2) 
=% 2 1 
அரக க. ர்த்தி க. க 
1422. 242: இறு தத 2 = 
1 122-2 y pase | 1 
DO =-¿ ts ர 
Z 1 ௮ LES 


z2 


மற்றும்‌ [9]: dd ADA 





இதில்‌ 
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a அ ஜட! (1+5 i 
ச. )( = 6 2 
ki அ 1,8 L (1 த்‌ 
--- (3-3) ge gt z6 10 றும்‌ Sager 
pie E CA PA Pe அட்‌. 
கல்‌) அ 23 z5 = z2 z4 z6 z8 டை 12221. 
23 3 
1 


A 
= a zT 07 6 a oe ee zZ +) 








e ஆர த இரு E E I nude AS 
(1)f(2) == a FED E 5 22 ees ie E ; 
| y a (o 
Se EEE + > 
இதில்‌ | மற்றும்‌ (| ஒன்றை விடச்‌ சிறியவை. 
1 AN அவல்‌ | N 
— (2-2) (1+- =) + —(1+ =) 
52 
ae டல 2. 
5 7 z? z+ ட ) 
+— (1-2 4 8 16 
5Z 2 2 53.2 ) 
E Pp #13 2543 ag 
sC a a தா! 22 A ze பதை! 
A 28 
+ 3-4) 


மாதிரி 26 

z = -2 புள்ளியைப்‌ பற்றி f(z) = ன] சார்பின்‌ பொருத்தமான 
லாரன்ட தொடரைப்‌ பயன்படுத்தி அனைத்து லாரன்ட்‌ தொடர்களையும்‌ 
எழுதுக. | 
தீர்வு : 
z = -2ஐப்‌ பற்றி at ஐ (௪-2) இன்‌ அடுக்குகளாக விரிவாக 
z+2 = t என்க. எனவே, | 


1 FR 
i) ED tea பபச அலச 


wenn t 
+= e 


= 144 = PT 


ka ne un A eo A A A. Me 


ரி 1 Lino ந GTD Cea 
2(z+2)? 4௪3292 8@42) 162 இத 64 


விடை. 
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பயிற்சி 2.5 
கீழ்க்கண்ட RR டெய்லர்‌ தொடர்களாக விரிக்கவும்‌ 
1. = 1ஐப்‌ பற்றி — ae 


2 3 
விடை ——(1 ++ (+22 +z? +) 
2 2 4 


z—1 


லன பதத ய பற்றி விடை : —1 + 2(z — z? +z? — zt +) 
b)z = 1ஐப்பற்றி விடை =(z — 1) -4 (z- 1)? +5 — 1)? — 
3. eich) என்ற சார்பை லாரன்ட்‌ தொடரில்‌ தக்கம்‌. 
a)1<|z]<3 எனில்‌ விடை 52-1(1-2 142-274) 
1 அ: இண்ட > 
alten 
b) |z| < 3 எனில்‌ விடை - 1-47 34132 = 


ED 1 5 3" = DEA 


த 1 
c) - 3<z<3 எனில்‌ விடை (147 att, வட்ட. +) 
2 
+=(1 அடம்‌ 
4 2 4 
5 1 
d)\z| < 1 எனில்‌ விடை ௧-524 22 ++ (-1)"2-01- 
3-1)... 
2 
4. z“-1 . . | . . e 
2| < 2 எனில்‌ 2 ல என்ற சார்பை லாரன்ட்‌ விரிவாக்க 
செய்க. 
விடை q 17 2 115 _3 
gt 1296 ~ 
2 s. . -i r 
9. 2 < |z| < 3 எனில்‌ DTO என்ற சார்பை லாரன்ட்‌ விரிவாக்கம்‌ 
- செய்க. 
விடை  242-€112,%, 8. 82° ‚Be 
er ZA N ZI Ze + 9 27 81 டம்‌ 
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_ 2211 _ 


6. 0<|z-1|<1 பகுதியில்‌ பொருந்தக்‌ கூடிய f rr 
என்ற சார்பின்‌ முதல்‌ நான்கு லாரன்ட்‌ விரிவாக்க கோவைகளைக்‌ 
காண்க. 

விடை -11-@-D+@-12-@-0°+ 


11-48 - a ES 
6 3 9 z—1 


Z 


T. GA ஐ 1 < |z| < 2ல்‌ லாரன்ட்‌ விரிவாக்கம்‌ செய்க. 
1. [/2 2 2 அசல்‌ | 
அட [த்த விசிக) 
4 : soe SEN 3 | 
8. = சார்பை லாரன்ட்‌ விரிவாக்கம்‌ செய்க. 


z(z— 3)(z+ 2) 








a) || = 1க்குள்‌ விடை --- — + >, ar [E lo pa <= Zz" 
b)|z| = 2 மற்றும்‌ |z| = 366 are | | 
பகுதியில்‌ 


dimes ot ye yy அயா 


2.17 சிறப்புப்புள்ளி (singular point): 
| ஒரு சார்பு f(z) ஆனது எந்தப்புள்ளியில்‌ பகுமுறை (analytic) 
அற்றதாகிறதோ அப்புள்ளி சிறப்புப்புள்ளி எனப்படும்‌. 
- உதாரணமாக = இன்‌ சிறப்புப்புள்ளி 2 - 2-0 அல்லது 2 = 2 
ஆகும்‌. 
தனிமைப்படுத்தப்பட்ட சிறப்புப்புள்ளி (isolated singular point) 
f (z) என்ற சார்பு z = ஈபுள்ளியைச்‌ சிறப்புப்புள்ளியாகக்‌ கொண்டு, 
an மையமாகக்‌ கொண்ட ஒரு: சிறிய வட்டத்திற்குள்‌ வேறு ஒரு 
சிறப்புப்புள்ளி அமையாவிடில்‌ 2௫௮ புள்ளி தனிமைப்படுத்தப்பட்ட 
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சிறப்புப்புள்ளி எனப்படும்‌. அவ்வாறு இல்லையெனில்‌ அது. 
தனிமைப்படுத்தப்படாத சிறப்புப்புள்ளி எனப்படும்‌. 


எடுத்துக்காட்டாக, சார்பு அமல்‌ ஆனது ' இரண்டு 


தனிமைப்படுத்தப்பட்ட சிறப்பப்புள்ளிகளைப்‌ பெற்றுள்ளது. அவை z=1 
மற்றும்‌ z = 3. 


1 
sin 77/2 





மாறாக சார்பு ஆனது sinn/z = 0 புள்ளிகளில்‌ பகுமுறை 


அற்றதாகிறது. அதாவது * = nn எனில்‌ 2 = (n = 1,2,3,....) எனவே: 
AN | ஆகிய சிறப்புப்புள்ளிகளைப்‌ பெற்றுள்ளது. அதாவது 
z = 0 என்பது தனிமைப்‌ படுத்தப்படாத சிறப்புப்புள்ளியாகிறது. 


2.18 ஈடவரிசைமுனைவு (pole of order m): 
ரீ) என்ற. சார்புப்‌ புள்ளி 2 ௫ இல்‌ தனிமைப்படுத்தப்பட்ட 
சிறப்புப்புள்ளியைப்‌ பெற்றிருப்பதாகக்‌ கொள்வோம்‌. சார்பு ரீ (2), லாரன்ட்‌ 


விரிவாக்கம்‌ பெறுமானால்‌ f(z) = ag + a(z — a) + a2(z — 4) + 





Z—a (z—a)? (z—a)™ 
b mis 0 
m+1 bm +2 ve > (1) 
சில சார்புகளில்‌, குணகங்கள்‌ bm+1 = Bm+2 = Bm+3 =O $ a 
சமன்பாடு (1) ஆனது 





f(z) =n a(z = a) + 02 (௪ = a)? ப af 2 $ = த 4 
bm 


(z-ay” 





ஆகும்‌. இப்போது z = a என்பது சார்பு f(z) இன்‌ 71ஆம்‌ வரிசை முனைவு 
என்றழைக்கப்படும்‌. 7௩ = 1 எனில்‌, முனைவு எளிய முனைவு (simple 
pole) எனப்படும்‌. | 
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219 எச்சம்‌ (residue): 

far லாரன்ட்‌ விரிவாக்கம்‌, சமன்பாடு (0 ல்‌ 
காட்டப்பட்டுள்ளது. அதில்‌ தனிமைப்படுத்தப்பட்ட சிறப்புப்புள்ளி z= 
இல்‌ 7(2)இன்‌ எச்சம்‌ - air குணகமாகிய by ஆகும்‌. 
எச்சங்களைக்காணும்‌ முறைகள்‌: 
a) எளிய முனைவில்‌ (simple pole ) எச்சம்‌ காணல்‌: | 

z = a பள்ளியில்‌ சார்பு f(z) ஒரு எளிய எச்சத்தைப்‌ பெற்றுள்ளது 
என்போம்‌. 
எச்சம்‌ fla) ௪ எல்லை (z-a)f(z) 
நிருபணம்‌: ep 

by 

(z-a) 
அல்லது (z — a)f(z) = ag(z — a) + a (z - a) +a,(2- a)? அஸ்கி 


bi = (z - a)f (z) = lao(z — a) +aı(2 — a)” el 





f(z) =a + a,(z—a) whee 


z ஈஎனில்‌, ந்‌, = எல்லை (Zz — a)f(z) 
2 26 
2-ஈஇல்‌.எச்சம்‌- OOA. வர) 





(ii) சார்பு f(z) ஆனது f(z) =22 என்ற வடிவிலும்‌ Y(a) =0 


w(z) 


மற்றும்‌ p(a) # 0 எனில்‌ 











= r A பழம்‌ o(a) 
Z = இல்‌ எச்சம்‌ = 7 a) 
நிருபணம்‌: 
_ 0) 
fm=2 
தனத. > i p(z) 
2 = ஈஇல்‌ எச்சம்‌ எல்லை (2- a)f(z) எல்லை (2-0) y) 
z>a z>a 
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pla) +z- -a)p'(a)+--] 


(z-a)? 


= எல்லை. (z= a)- 
Y(a)+(z—a)¥’ (E (a) + 


2-2 8 
்‌ (டெய்லர்‌ தேற்றப்படி) 
= எல்லை (2 -- a) கலர்ல ot Es W(a) = 0) 
are (z-a)P'(a)+— F" (a) + 
= எல்லை iE (ay 
P'(a)+——P" (a) + 
2-2 8 2! 
_ “இல்‌ எச்சம்‌ _ 20 
z = a இல்‌ எச்சம்‌ = னு 


(b) ௩வரிசை முனைவில்‌ எச்சம்‌: 


சார்பு f (2)ஆனது z = இல்‌ வரிசை முனைவைப்‌ பெற்றிருக்குமானால்‌ 


| = 


z = ag) எச்சம்‌ = = = [(z— a)" f A, 





நிருபணம்‌ i 
சார்பு ந (2)இன்‌ வரிசை முனைவுப்‌ புள்ளி = a இல்‌ உள்ளது எனில்‌, 


bz een Bn | 
(z—a)? E (z-a)" 











f(z) = do + a,(z—a) + a(z — a)? +- 
e - a)" ஆல்‌ பெருக்க 


(z - a)" f(z) = a(z - a)” + a, (z - a)"*!+a,(z — ay? ech b, (z 
—a)™ t + bo(z—a)™ 2 +--+ bn 


-. இருபுறமும்‌ (n-1) தடவை ஜப்‌ பொருத்து வகைப்படுத்தி = 
எனப்பிரதியிட 


n—1 


anil Df] = n- Dib, 
- Sna b = NR = K= a)" f al], 
அல்லது எச்சம்‌ a) = alle Aa) Tr a}, 
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(c) எளிய அல்லது 771வரிசை முனைவுக்கு Z = A புள்ளியில்‌ எச்சம்‌ . 
"எச்சம்‌ = -இன்‌ குணகம்‌. 

நிருபணம்‌: 

௩ வரிசை முனைவு கொண்ட f (2) என்ற சார்பைக்‌ கருதுவோம்‌. லாரன்ட்‌ 
தேற்றப்படி 


f(z) = ag + aie — a)taz(z — a)* F: -+ 4 Dm 


ur IT Ga 








z—a = t awo z =a +t 
b 
aflat = a, $e te +- +o டல்‌ ட ட ஆக 


எச்சம்‌ f(a) = ~ இன்‌ குணகம்‌ ம்‌. ஆகும்‌. 


மாதிரி 27: 


சார்பு f(z) = இன்‌ முனைவுகள்‌ மற்றும்‌ ஒவ்வொரு . 


Zz 
(z-1)?(z+2) 


முனைவிலும்‌ எச்சத்தைத்‌ தீர்மானிக்கவும்‌. 


தீர்வு : 

சார்பின்‌ பகுதியைச்‌ சுழியுடன்‌ ஒப்பிட்டு முனைவுகளைக்‌ காண்போம்‌. 
(z- 1)2(z +2) = 0. எனவே முனைவுகள்‌ z = +1, +1, —2 

சார்பானது z= -2 இல்‌ ஒரு முனைவையும்‌, 2 = 4 1இல்‌ இரண்டாம்‌ 

வரிசை (second order)முனைவையும்‌ கொண்டுள்ளது. 


z = -2இல்‌ 7(2)ன்‌ எச்சம்‌ = na (z+2)f@ - 


x 


z? 


rn (24 200 பக 


Z => —2 | 
z? = (-2)? 


= எல்லை = 
(2332 2 BE, 


தவத்‌ ௮2 


இதே போல்‌, z = 41ல்‌ f (2) இன்‌ எச்சம்‌ 


4 
9 
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=A y- od 
1 — = 
| 
j 





பயிற்சி 2.6 | 
கீழ்க்காணும்‌ சார்புகளின்‌ முனைவுகளைக்‌ கண்டறிக. ஒவ்வொரு 


முனைவின்‌ வரிசையையும்‌ காண்க. 


4 A ட்டா 
5 (z—a)(z—b)(z—c) 


விடை எளிய முனைவுகள்‌ z=a,z=b,மற்றும்‌ Z= cù 





23 
“Cyan | 
விடை 2ஆம்‌ வரிசை முனைவு z = 2இல்‌ 
முதல்‌ வரிசை முனைவு = --1இல்‌ 
ze” 
= 22-12 
விடை முதல்‌ வரிசை முனைவுகள்‌ z = ia இல்‌ 
23 விடை 19 
4. OED இன்‌ முனைவுகளில்‌ 
> 
2. -r _—— இன்‌ முனைவு z = iவஇல்‌ விடை zta 
> ; ; ‘ =l 
6. a இன்‌ முனைவு z= ¡ag விடை 3 


7. tan 2, இதன்‌ முனைவில்‌ விடை f (n + =) = -1இதன்‌ 
முனைவில்‌ 


ze“ . 3 1 
6. Ep: இதன்‌ முனைவில்‌ விடை 5 (a+ 2) ௪ 
9. z2e/z இன்‌ எச்சம்‌ z = ow - விடை - 
10. z=086ñ E விடை 1 


‘sin Z+Z COS 2 
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2.20 எச்சத்தேற்றம்‌ (Residue theorem) 

c என்ற ஒரு மூடிய வளைகோட்டிற்குள்‌, ஒரு குறிப்பிட்ட 
எண்ணிக்கையிலான முனைவு (6௦198)களைத்‌ தவிர மற்ற புள்ளிகளில்‌ 
ர என்ற சார்பானது, பகுமுறைச்‌(௮nalytic) சார்பு எனில்‌, . 


f. f@dz=2mi x (c யினுள்‌ முனைவுகளில்‌ அமையும்‌ எச்சங்களின்‌ 


கூட்டுத்தொகை) 
நிருபணம்‌ 

ட... an ஆகியவற்றை மையமாகக்‌ கொண்ட, 
- ஒன்றுக்கொன்று வெட்டிக்கொள்ளாத வட்டங்கள்‌ (4, C2, C3, <- -+ En 


என்பன. . அவை மிகச்சிறியவையாக முழுமையாக யின்‌ உட்புறம்‌ 
அமைகின்றன. 

0 இக்கும்‌ மற்ற வட்டங்கள்‌ C1, Cz -~ -Cn ஆகியவற்றிற்கும்‌ இடையே 
அமையும்‌ பல்‌இணைப்புப்பகுதி (Multiple connected region)Wில்‌ f(z) 
ஆனது பகுமுறைச்சார்பர்கிறது. 





காஷியின்‌ தேற்றப்படி, 

J fdz = f; f@dz+J, fdz +f f@dz+-S, fdz 
= 2ரப[எச்சம்‌ f (a1) + எச்சம்‌ f (az) -.......... + எச்சம்‌ f (an)] 
மாதிரி 31 





எச்சத்தேற்றத்தைப்‌ ற்‌ இ e னு ்‌_ பzஇன்‌ மதிப்பைக்‌ 
கணக்கிடுக 


இதில்‌ ஆனது |z| - 1 என்ற வட்டம்‌. 
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தாவு : 
சார்பின்‌ பகுதியை சுபியுடன்‌ ஒப்பிட்டு முனைவுகள்‌ காண்போம்‌. 
z(2 —z) =O, 2-0-2 


வட்டத்திலும்‌ அதன்‌ உட்பகுதியிலுள்ள அனைத்துப்‌ புள்ளிகளிலும்‌, 2 - 0 
ஐத்‌ தவிர தொகைச்சாரப்பானது(iறtegrand) பகுமுறைச்சார்பாகும்‌. 
எனவே எச்சத்தேற்றத்தின்படி 





1+ டது | 
f as dz = 2ni [எச்சம்‌ f (0)] ௫ 
nt — எல்லை „_1+Z_ _ எல்லை I4z 1 
எச்‌ = an த... g 2522 


சமன்பாடு (1) இல்‌ இம்மதிப்பைப்‌ பிரதியிட 

பட்‌ = Zr (=) = ரர்‌ விடை 

மாதிரி 32. | | 

எச்சத்தேற்றத்தைப்பயன்படுத்தி 

Í க இன்‌ மதிப்பைக்காண்க இதில்‌ ஆனது |z| = 3/2 
என்ற வட்டம்‌ . 

தீர்வு : 

-முனைவுகளைக்்‌ காண 2(z- 1)(z - 2) = 0 என்போம்‌ 

அடர்‌ 2 

z=0,z=1,z= 2இல்‌ அமையும்‌ முனைவுகளில்‌ z= 0 மற்றும்‌ z = 1 


மட்டுமே வட்டத்தின்‌ உட்புறம்‌ அமைகின்றன. 
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FELD = எல்லை (Z - 1) E 
எச்சம்‌ = | DE 
ட ணன்‌, த 


elite! l 
= —— = Cothi 


(ee) 


z = 0 வில்‌ எச்சத்தைக்‌ காண, 





= —— முறையைப்‌ பயன்படுத்தவே 














wz) 
224௪-2 e+e M 
ஓ) 0 DE ; p(z) pe z-i 
(Z) eZ-e-2 2 w'(z) e+e 
0 = —1 
z = 0 வில்‌ எச்சம்‌- [LA == =—=i 
ழ'(0)] 1+1 i 


எச்சங்களின்‌ கூட்டுத்தொகை coth ¡+1 
காஷியின்‌ எச்சத்தேற்றத்தின்‌ படி 
J, f(z)dz = 21 ix ( எச்சங்களின்‌ கூடுதல்‌) 





எனவே f az = 2ni(cothi + i) 


மாதிரி 34 
கீழ்க்கண்ட சார்பின்‌ முனைவுகளையும்‌, அம்முனைவுகளில்‌ 


எச்சங்களையும்‌ காண்க, 


fG) = 00 அதிலிருந்து 


Ser a &- | 
J CEDE இன்‌ மதிப்பைக்‌ காண்க. இதில்‌ c: [z| = 3 


தாவு : ' a 


22 
fa) = (z-1)2(z+2) 
முனைவுகளைக்காண, (2- 1)2(z+ 2) = 0என்க z = 1,1,-2 


2 = 1 இல்‌ இரண்டாம்‌ வரிசை முனைவும்‌ 


= -2 இல்‌ எளிய முனைவும்‌ அமைகின்றன. 
2=1இல்‌, எச்சம்‌ _ எல்லை t d (miz? 
2, இ Ra இன்‌ de சர்‌ (2-1)! dz (z-1)2(z+2) 


. 2 vo 
= எல்லை £ Z _ எல்லை 0222-2” 
2 
2 1 ர ப சேமி 
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o z2+4z 1 +4 5 
VAH (z+2)2 (1+2)2 9 





Z ரஷ்‌ 
E A x E டட (z+2)2? 
z= _2 இல்‌ f (2)ன்‌ எச்சம்‌ எல்லை 982) 
தவி 
ச்‌ 2 O 
ayer (z-1)? (-2-1)? 9 
zas AAN = ; 
எனவே f ETAT 2ni E +5) = 2ni 


"மாதிரி 35 


| dz 
) cosh (z) ` c:|z| = 2 


என்ற கலப்பினத்‌ தொகையைக்‌ காண்க. 


தீர்வு : 
Be 2 ர. 
coshz e2+e2 .e2+1 


i= 


இதன்‌ முனைவைக்‌ காண 


` > 
MS A A 


; m; ரா 
அல்லது e? =e", ce =e 2 
ரர. 


கவத தே 5 T . 
எனவே முனைவுப்‌ புள்ளிகள்‌, 2 ௪ Fl, 2! 


A T » 
உருவரை (Contour) |z| = 2க்குள்‌ முனைவுகள, கத 
இல்‌ அமையும்‌. 
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A ௭522 
dz e +1) 


z=2i இல்‌ (இன்‌ எச்சம்‌ = (=| E (எச்சம்‌ = el 


Za இல்‌ ரீ (2)இன்‌ எச்சம்‌ =$ aot 
2 TED TT. 
Z z=—_l 
E Z , 
= (2 3 ti 
ri 
=e2=l 





எனவே { f(z) = E ட =2ni(i—i)=0 விடை. 


பயிற்சி 2.6 


மதிப்பைக்‌ காண்க. 


1--22 A 
1. S. eat C: 12 | ES விடை 371 
2o 


z—1 > —27i 
; 3. i. ya, A C: z-il =2 விடை —— 


Z?e?t 





z233 dz, c:|z| = 2 விடை —2risint i 


12.2--7 : z 
A ட dz, c:lz+il=vV3 விடை 471 








9. $. Zu dz, | cilz-1]=1 விடை 371 
6. E — dz , ௪ 2 விடை ane 
l. f paca 19 விடை 0 
8. | அம, ells விடை 0 
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3. தொகை நிலைமாற்றங்கள்‌ 
(Integral Transforms) 
ஃபூரியர்‌ பகுப்பாய்வு (Fourier Analysis) 
31 ஃபூரியா தொடர்‌ (Fourier series) | 
காலவட்ட ஒழுங்குடைய (Periodic) இயக்கம்‌ கொண்ட அலைகள்‌, 
மோட்டார்கள்‌, சுழலும்‌ எந்திரங்கள்‌ போன்றவற்றின்‌ இயக்கத்தை 
விவரிக்க திரும்புச்‌ சார்பு (Periodic function) களைப்‌ பயன்படுத்துகிறோம்‌. 
ஒரே அலைவு நேரத்தைக்‌ கொண்ட சைன்‌ மற்றும்‌ கொசைன்‌ 
சார்புகளின்‌ நேர்கோட்டுத்‌ தொடர்பைக்‌ கொண்டு (mm) 
இடைவெளியில்‌, ஒரு திரும்புச்சார்பினைக்‌ காட்டுவதே ஃபூரியர்‌ 
தொடராகும்‌. 
f %)என்ற சார்பின்‌ ஃபூரியர்‌ தொடரானது, 


f(x) = ap + a,cosx + a,c0s2x + A3COS3X + --- An COSNX 


+ --- +b, sinx + b,sin2x + -- + b„Sinnx +" 
f() =a9 +) ancosnx+ ) by sinnx | | 0) 
n= n=1 


ல ஆகிய  மதிப்புகளைக்‌ கண்டறியச்‌ சமன்பாடு (0 இன்‌ 
இருபுறமும்‌, -ஈ முதல்‌ 7 வரையிலான எல்லைக்குள்‌ தொகை காண, 


TT 


[ரை = o | ax 


TE 


(1) இல்‌ மற்ற தொகைகள்‌ சுழியாகும்‌. 


J” f(x)dx = 2na, அல்லது 
TE 1 ரா 
70 = [ரல்‌ Joe | ra 


f(x)mu பிரித்துக்‌ காட்டுவதற்காக க்குப்‌ பதிலாக 7 
பயன்படுத்தப்படுகிறது. மீண்டும்‌ சமன்பாடு 0 இன்‌ இருபுறமும்‌ 


COS nx gÀ பெருக்கி (T0, T) எல்லைக்குள்‌ தொகை காண, 
TEN Tt 
[ro cos nx dx = an | costn x dx 


மற்ற தொகைகள்‌ சுழியாகும்‌. 


TE 


a 
= = fa + cos2nx)dx 


TR 


TE 


TE 
= [a+ = | c0s2n x dx 
JE 


Y 


T 27 +0 


-$ |r [ரஜக , “பி இற்கு 
எனக்‌ கொண்டு a1, 8,, 04 .... ஆகியவற்றைக்‌ கண்டறியலாம்‌. இதேபோல்‌ 
க்‌ கண்டறிய (N) இன்‌ இருபுறமும்‌ sinn %ஆல்‌ பெருக்கி (—7, T) 


எல்லைக்குள்‌ தொகை காண வேண்டும்‌. 
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T IT 
[rŒ sinn x dx = bn | sintn x ax 
z J 


மற்ற தொகைகள்‌ சுழியாகும்‌. 


TE 
b 
= z fa — cos2nx)dx 
—T 


b T b TT 
== [a+ | cosanx dx 
—TT 8 —T 


bn 


Ta . 2m — 0 e 
எனவே 
TE TT 
1 | 1 
u | 160 sinn COX =- [ron y dy 
TT —TT 


n = 1,2,3, ...மதிப்புகளைக்‌ கொண்டு bı, b2, b3 ...ஆகியவற்றைக்‌ 


கண்டறியலாம்‌. எனவே, 


> f ronay+ ZY வைக | fi cosny dy 


-T 
TT 


>» sinnx | FQ) sinn yay | (2... 


n=1 —IT 


+ 


ale 


இதுவே சார்பு Fi அபூரியர்‌ தொடராகும்‌. Ao, dm Dn என்பன 
f(x) இன்‌ ஃபூரியர்‌ மாறிலிகள்‌ என்போம்‌. cosA cosB + sinA sinB = 


cos (A — B) ஐப்‌ பயன்படுத்த, (2) ஐ 
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f(y) 0057 (x — y) dy 


T— y 


fx) => | ன 


'n=1 — 


| 


எனலாம்‌. 


நிறுவல்‌ (deduction) 1 


f(x) ஒற்றைச்‌ சார்பு (odd function) எனில்‌ f(-x) = —f (x) ஆகும்‌. 
ஒற்றைச்‌ சார்புகளுக்கு 





[rar 0 


J, cosny f (7) dy = 0 ~ (இது ஒற்றைச்‌ சார்பு) 


> | sinny fo) dy = 2 | sinn y far 
ர 77 0 
எனவே (2) இல்‌ இருந்து 
2 லே TE 
fx) ==>) sinn x | nny far | (0) 
n=1 0 


வல்‌ deduction) II 


(x) இரட்டைச்‌ சார்பானால்‌ f(x) = f(x) ஆகும்‌. 
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இதில்‌ 


1 TE 

= | ro 

= = [ro cosnx dx 
I ` 


= - [ro sinnx dx 


இத்தொடர்‌ LO) இடைவெளியில்‌ 21 அலைவு நேரம்‌ கொண்டதானால்‌ . 


கீழ்க்கண்டவாறு அமையும்‌. 
7177 
எர தகன + b, sin —) 
அம்‌ Ss l 


. இதில்‌ 


eee E 
1 
dq = T | fax 
21 
i 
1 NIX 
An Ey | rocosas 
—[ F 


l 
1 
b= T [ro sin dx 
“1 | 
3.2 டிரிஷ்லெட்‌ நிபந்தனைகள்‌ (Dirichlet’s conditions) 


எந்த ஒரு திரும்பு (Periodic) சார்பு f(x) ஃபூரியர்‌ தொடராக 
அது. அச்சார்‌ பு ஒரு சில நிபந்தனைகளுக்குக்‌ கட்டுப்பட்டால்‌ 
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மட்டுமே ஃபூரியர்‌ தொடராக அமையும்‌. அந்த நிபந்தனைகளே az 


நிபந்தனைகள்‌ எனப்படுகின்றன. 

சார்பானது ஒருங்கல்‌ (Convergent) தன்மை  கொண்டாதாகவும்‌, 
(-ா, ஈ)இடைவெளியில்‌ குறிப்பிட்ட எண்ணிக்கையில்‌ பெரும மற்றும்‌ 
சிறும மதிப்புகளைக்‌ கொண்டதாகவும்‌, குறிப்பிட்ட எண்ணிக்கையிலான 
தொடர்ச்சியற்ற நிலைகளைக்‌ கொண்டதாகவும்‌, ஒற்றை 
மதிப்புடையதாகவும்‌ (single valued) மற்றும்‌ வரம்பிற்குட்பட்டதாக 
(Bounded) வும்‌ இருக்க வேண்டும்‌. ; 

விளக்கம்‌- 

தொடர்ச்சியற்ற நிலை (Discontinuity) . 


மாறி இன்‌ ஒரு குறிப்பிட்ட மதிப்பிற்கு, சார்பு f (x) இன்‌ மதிப்புக்‌ 
குறிப்பிட்ட மதிப்பில்‌ திடீர்‌ மாற்றத்தைப்‌ பெறுமானால்‌ அது சார்பின்‌ 
தொடர்ச்சியற்ற நிலை எனப்படும்‌. 


fix) 






loo -- 


Ko.” 3 X 


படம்‌ 3.3 
படத்தில்‌ புள்ளி .4இல்‌ சார்பு f (Xo + Ax) ஆகும்‌. எனவே 
f(x) = எல்லை f (% + Ax) 


Ax => 0 


= f(x?) a rie 00) 
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இது சார்பானது xog வலப்புறமிருந்து நெருங்குவதைக்‌ குறிக்கிறது. 
இதேபோல்‌ 8இல்‌ சார்பு f(x) — Ax) ஆகும்‌. 


ரல = லை f(x — Ax) 
= f(x) (2) 
சார்பு XQ இடமிருந்து நெருங்குகிறது. ஆனால்‌ 7 (26) + f (xo) 


அதாவது % புள்ளியில்‌ சார்பு, தொடர்ச்சியற்ற நிலையில்‌ உள்ளது 


எனலாம்‌. 
வரம்பிற்குட்பட்டது (bounded) 


(ரா, ௩)இடைவெளியில்‌ வெவ்வேறு இன்‌ மதிப்புகளுக்குச்‌ சார்பு 
f(x) ஆனது M என்ற ஒரு மேல்‌ எல்லைக்கு உட்பட்டதாக இருக்க 


வேண்டும்‌. இதனை f(x) |< M எனலாம்‌. 


3.3 ஃபூரியார்‌ சைன்‌ மற்றும்‌ கொசைன்‌ தொடர்கள்‌ 


இச்சார்பினை சைன்‌ ட்‌ மற்றும்‌ கொசைன்‌ தொடராகக்‌ 
காட்டலாம்‌. 


[)சைன்‌ தொடராகக்‌ காட்ட 


Le ல்‌ | 
==) sinnx | FE sinny ay 
n=1 0 
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TE 71/2 
| cosnr fay = | y cosny dy + | œ- y) cosny ar 
0 தட்‌ | n/2 
i /2 71/2 
_ ysinnyy" cos ny ERA = 
= ட்டம்‌ $ + | 2 } + ms {sin ny Y /2 
ES ny , cos ai: 
n n? 31/2 
TE 717 2 1 mt i TE z 7 nt 605717 
Se Fa => on =—— Sin = 
2 2 m\2 ea 2. 
1 NTE 
$ 2605 > 


= fa + cosnn — 2 cos) 


—4 
712 


71இன்‌ வடிவம்‌ Am + 2 எனில்‌, மற்ற n மதிப்புகளுக்குச்‌ சுழியாகும்‌. 


எனவே இன்‌ மதிப்பு Am + 2 எனில்‌ கொசைன்‌ தொடரானது 


TE n? k 
n=1 
Zar 1 
= 22௦0 2x + 62 COS Ox + vf 
n = 2,6,10... 
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bn -5[ f0sinny ay 
T Jo 
இம்மதிப்பை (1) இல்‌ பிரதியிட 
2x f | 
fie) == sinnx | f(y) sinny dy 


கிளைத்தேற்றம்‌ 11 


022 7ர இடைவெளியில்‌ சார்பு ரீ )இன்‌ 


தொடரைக்‌ கண்டறிய, 
fix) = ag + > dn COS NX 
n=1 
எனலாம்‌. இருபுறமும்‌ 0 முதல்‌ 7 வரை தொகை காண 
TE TE 
[ரை = ao | dx 
0 z 0 


மற்ற தொகைகள்‌ சுழியாகும்‌. 


= 607 
; 4 x 
EA - | f(x)dx 
0 
மீண்டும்‌ (ஐ cos n x ஆல்‌ பெருக்கி த்‌ தொகை காண 
= - 
| 005 71% f(x)dx = an | cos* nx dx 


மற்ற தொகைகள்‌ சுழியாகின்றன. 
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(3) 


கொசைன்‌ 


> (1) 


எனவே 


TE ™ 


| 1 2 | 
xsinx=— | ysiny ay E~ > cosnx | y sin y cosny dy 
TU 
0 = 0 


n=1 


இதில்‌ 
TE 

| TE TU 
|r dy == —y cosy lp + Siny Io = TE 
0 
(-fudv = uv — f udv) 


TE 


2] iny dy =—=1 
+7) ysiny dy =— = 
0 


TE TU 

1 
| ysiny cosny dy = >| yísin(n + 1)y . — sin(n — 1)y} dy 
0 0 | 





: A 
© sin A — sin B = 2 cos 





TE 


TU 
1 1 
=> | rsintn + 1)y dy -5 | ysin(n - 1)y dy 
0 0 


* zl cos(n + 1)y sin(n + r) - 
= | 17 AAA 


MEFE) (n + 1) a 


1 |- cos(n — 1)y sin(n-— x) 


2 (n — 1) m=i) 4 
al cos(n + 1) cos(n — 1) x 
சச rm 
2 (n+ 1) (n — 1) 
1 00571 ர COS 71 TT T COS nN TE —2 
2L (n+1) (n — 1) 2 (= — > 
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- ண $ 
r 
y 
| 
இட chil இரை 
| | { 





வே by == 2-1-1) எல்‌ ஒற்றாக்கு 
= -—(1 — 1) = 0 இரட்டை ஈக்கு 
எனவே fA ஃபூரியா தொடர்‌, 


Fe: mx 1. oe கய SUX | | 
10) =3+- [sin + ஒண்‌ + 2sin 2 


3.4 கலப்பின ஃபூரியர்‌ தொடர்‌ (complex Fourier Series) 


co 


f(x) = 2 age 


n=-—00 


இதில்‌ 
an = — [7 f@je ax 
மற்றும்‌ 
ம... ye rea 


Mb) 


> (2) 


Ay, மற்றும்‌ dn என்பன இணையிய கற்‌ பனைகள்‌ (Conjugate imaginaries) 


எனப்படும்‌. 
அலைவு நேரம்‌ T = = கொண்ட ஒரு காலவட்டச்‌ சார்பை 
f=), neat 

n=—0o 


எனலாம்‌. : 


இதில்‌ (OQ எல்லை (—00, 00). மேலும்‌ f(t + T) = f(t) 
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> (3) 


எனவே, (5) இல்‌ இருந்து 


fT pede =a? அல்லது மரக்‌ ௫/0 என்க 
> (6) 


F(t) என்பது f(t) இன்‌ சராசரி மதிப்பாகும்‌. இப்போது (3)ஐ e not அல்‌ 
பெருக்கி, 0 முதல்‌ T வரைத்‌ தொகை காண, 


T 
| fe dea, T 
a 
மற்ற கோவைகள்‌ சுழியாகும்‌. எனவே, 
An 
T A 
e | fetat (7) 
te 
0 i 


(7) இல்‌ ஈக்குப்‌ பதிலாக - nyu பயன்படுத்த 


a-n 


T | 
er 1 inwt ER (8) 
=7 | fte” at | 
0 
மற்றும்‌ 8) இல்‌ இருந்து, a-n = Tn உ 


ஃபூரியர்‌ தொடரின்‌ மெய்‌ வடிவத்தைப்‌ (real form) பெற (3) இல்‌ இருந்து, 
-1 © . Ä 
Kb) = > 2. -ao + 2 ane h 
n=1 


n=— 0 


எனலாம்‌. முதலாவது கோவையில்‌ ஈக்குப்‌ பதிலாக - ஈ ஐப்‌ பயன படுத்த, 
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T 
1 1 
= - | AOR u e "WE Xd 
0 


T 
2 
== | f@sinnwtdt 
0 


3.5 ஃபூரியர்‌ தொடரின்‌ பார்சிவால்‌ முற்றொருமை (Parseval’s identity) 


சாபு f ஃ)இன்‌ ஃபூரியர்‌ தொடர்‌ El, [) எல்லைக்குள்‌ ஒருங்கு 


(converge) மானால்‌, 


l 

11 2 

i [UPa E Y (ah + 59) > 0 
l 


aoan bn என்பன ஃபூரியர்‌ மாறிலிகளாகும்‌. சுமன்பாடு (1, பார்சிவால்‌ 
முற்றொருமை எனப்படும்‌. 


நிரூபணம்‌ 
f (x) ஃபூரியா்‌ தொடரை 
f(x) = L. + > (an cos + bn sn) 


எனலாம்‌. இச்சமன்பாட்டை இருபுறமும்‌ f (x) ஆல்‌ பெருக்கி (11) 


எல்லைக்குள்‌ தொகையிட 
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l | l 
[uaF | ரல்‌ 
zi aA 


I l | 
| 717120 717120 
+ a, | f(x<)cos——dx+b, | f(x)sin | > (2) 
$ fe [rozas மன்‌ 


n=1 


ஆனால்‌ ஃபூரியர்‌ குணகங்களாவன, 


L 
b= ்‌ | f(x) sin — dx 
AI சமன்பாடு (2) இல்‌ பிரதியிட 


| (dr = apt + டிம்‌ + bab 
Ai a 

7 | {f CO dx = = + 20 + b2) 
கம அத்த n= 


3.6 ஃபூரியர்‌ தொடரின்‌ இயற்பியல்‌ பயன்பாடுகள்‌ 

(0 ஒரு தகட்டின்‌ புள்ளிகளில்‌ வெப்பநிலை 

T அகலமும்‌, முடிவிலி நீளமும்‌ கொண்ட வெப்பம்‌ ' ஊடுருவ முடியாத 
பக்கங்களைக்‌ கொண்ட செவ்வக வடிவத்‌ தகட்டைக்‌ கருதுவோம்‌. இதன்‌ | 


வெப்பநிலையை ஃபூரியர்‌ தொடர்‌ a ஆராயலாம்‌. 
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இத்தகட்டின்‌ நீளமான இரு ஓரங்களும்‌ . சுழி வெப்பநிலையில்‌ 
உள்ளன. நீளம்‌ குறைந்த ஒரு ஒரத்தில்‌ TC இருக்குமானால்‌, அத்தகட்டின்‌ 
வெவ்வேறு புள்ளிகளில்‌ வெப்பநிலை குறைந்து கொண்டே செல்லும்‌. 
ஒரு திடப்பொருளில்‌ வெப்பம்‌ பரவும்‌ போது காலத்தைப்‌ பொருத்த 
வெப்பநிலை மாற்றமானது > 
n [0% du Du டட 
le (rt) S 
்‌ -காலம்‌, a — மாறிலி, (X, y, 2) புள்ளியில்‌ வெப்பநிலை 1. 


தகட்டின்‌ வெப்பநிலை மாறாமலிருக்குமானால்‌ 


(5) | > (2) 

0%2 dy? 

இதில்‌ 1-0; x = 0 எனில்‌ 26) 
u= 0. yoo | + (4) 
u=0, x=x | (5) 
Al, அன்டு 20 


(2இன்‌ தீர்வு ம = 4௪52*8*. என்போம்‌. இருமுறை 
i 
வகையிட Fl oe d ‘ 


- 05 





pies a2 ,xy+Pßx 

EPE AB“e 

atu = A oc? ext hx 

dy? = oc” e : | 
இவற்றை (2) இல்‌ பிரதியிட À 
ய: du 
5x2 + aye Ae~YtPx (x24 B?) = 0 


இதிலிருந்து ௨2 4- நீ2 = 0 SE ` 
அல்லது நீ = + ix | ) 
எனவே தீர்வு u = 4௪53 1% 
4 மற்றும்‌ « மாறிலிகள்‌ 
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u= 4௪97௪1 மற்றும்‌ u = 4௪0௪-1 
கட்ட 2a = Ae (EP) 
= Ae’2 cos x x 

u = 4௪? cos « x a (7) 
தீர்வை | 
u = Be sin x x எனவும்‌ பெறலாம்‌. > (8) 
௦ முழு எண்‌ எனவே x = 0 எனில்‌, u = 0 
| 8 - ரர எனில்‌, u = 0 
௦ ஒர்‌ எதிர்‌ எண்‌ (negative) எனில்‌ 


B = 
uU — SIRO 
exy> x 


y =œ எனில்‌ u = 0 

எனவே தீர்வை u =c e sinnx எனலாம்‌. ஏனெனில்‌ மேற்கண்ட 

விவாதத்திற்குச்‌ சமன்பாடுகள்‌ (3), (4), (5) இணங்குகின்றன. எனவே, 

u = ce Ysin x + Co e *Ysin 2x + c3 e sin 3x + = (9) 

மேலும்‌ சமன்பாடு (6) இணங்க (9) இல்‌ y = 0எனப்‌ பிரதியீடு செய்ய 

வேண்டும்‌. எனவே 

u= c, sin x + cz sin 2x + c3 sin 3x +... > (10) 

(6) இன்‌ படி u = 1 என இருக்க C1, C3, C3, ... ஆகிய குணகங்கள்‌ தக்கபடி 

தேர்ந்தெடுக்கப்பட வேண்டும்‌. | | 
இதற்கு ஃபூரியர்‌ தொடரைப்‌ பயன்படுத்துவோம்‌. (0,7) 

எல்லைக்குள்‌ இன்‌ அனைத்து மதிப்புகளையும்‌ கொண்டிருக்கும்‌, 

f(x) = 1 என்ற சார்பைக்‌ காண்போம்‌. 


ஷட்‌ 
f(x) = csin x + C2 Sin 2x + c3 Sin 3x +... _ இதில்‌ 
‘ | 
TEST 
Cn = =f sin nx dx 
TU 
0 


f(x) = 1, மேலும்‌ f(x) ஒரு ஒற்றைச்சார்பு. இதில்‌, 
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— cos 7127 
ee 


f sinnx a [மா 0). 
0 | 


1 
[106098] 
2 


இம்மதிப்பு, n ஒற்றை எனில்‌ —(1 +1) =— 


n 
n இரட்டை எனில்‌, -(1-1)-0 
எனவே K sinnx dx = 0, இரட்டை n மதிப்புக்கு 


==, ஒற்றை ஈஇன்‌ மதிப்புக்கு 











2-2 ்‌ : 
Cn = 7 i = ஒறறை NBG 
Cn = 0 , இரட்டை ஈக்கு 

எனவே 
- 4,sinx sin3x sin5x 

16) =) cya sinnx =—( n == +) 
ud | TU 1 3 5 


இம்மதிப்பைச்‌ சமன்பாடு (9) இல்‌ பிரதியீடு செய்ய 
4 1 1 | 
u =- (e sinx + ze? sin 3x + e sins VP) ; > (11) 


எனவே தகட்டின்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு புள்ளி (x,y) இல்‌ காணப்படும்‌ 
வெப்பநிலை us குறிப்பது இச்சமன்பாடாகும்‌. 





க்‌ கட்டப்பட்ட கம்பியில்‌ கள்‌ 

இரு முனைகளிலும்‌ பிணைக்கப்பட்டு இழுத்துக்‌ கட்டப்பட்ட ஒரு 
கம்பியில்‌ ஏற்படும்‌ குறுக்கதிர்வுகளைக்‌ கருதுவோம்‌. 

இதன்‌ நீளம்‌ l இது அதிர்வுறும்‌ போது கம்பியின்‌ இடப்பெயர்வு 
y=f(x). கம்பி x அச்சிலும்‌, அதன்‌ ஒரு முனை ஆதியிலும்‌ 
அமைந்துள்ளன. ஒலியியலில்‌ கம்பியின்‌ அதிர்வுகள்‌, 
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0*y Oy a 

—- MEET ஷ்‌ 1 
dt“ ax? 3 | u. 
என்ற சமன்பாட்டால்‌ அறியப்படும்‌. இதன்‌ தீர்வு y ஆனது, கீழ்க்கண்ட — 
வரம்பு நிபந்தனைகளுக்குக்‌ கட்டுப்பட்டு, கண்டறியப்பட வேண்டும்‌. 


x = 0 மற்றும்‌ x = l எனில்‌ = 0 > (2) 
t = 0 எனில்‌ y = f(x) மற்றும்‌ ௫2 ௫ 0 > (3) 
(1) இன்‌ தீர்வு - 4௪5786 என்க. > (4) 
aty | 

2 ௮901 நீ்‌ 
q re 
oyo 


இவற்றைச்‌ சமன்பாடு (1 இல்‌ பிரதியிட 
AB? eX+Bt = Ao? qzeXxtB 


அல்லது B? == a? oa? 


f= +a « 


க்குப்‌ பதிலாக முதலில்‌ o i ஐயும்‌ sa ai —oc į gü 
பிரதியிடுவோம்‌. 


y = A el“(xtat) மற்றும்‌ y = 4 eii தட்ட 
2y = Afe<(@£at) + e-ix(x+at)] 
Ok (எதா ee a 
Y = Acos x (x + at) | > (5) 
இதேபோல்‌ y = B sin œ (x + > | > (6) 
எனலாம்‌. 


el<(xtat) y | 
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(5) இல்‌ இருந்து 
y = Acos 0 (x+at) 

= Afcos oc x. cos « at — sin x x sin 0 at} தி 
y = Acos x (x-— at) 

= Afcos x x.cos x at + sin « x sin « at} > (8) 
(7)+(8) 2y = 42008 X x cos x at 

y = Acos X x cos X at | > (9) 

(6) இல்‌ இருந்து 
y = B sin « (x + at) 

= B{sin x x. cos x at + cos x x. Sin 06 at.} > (10) | 
y = Bsin x (x — at) 

= Bisin “x x.eos X at — cos X x.sin X at.j : LD) 
(10) + (1), 2y = 2B sin « x. cos x at 

y = B sin « cd | > (12) 
(9) மற்றும்‌ (12)ஐ ஒப்பிடும்‌ போது | 
4-0 எனில்‌ y = 0 மற்றும்‌ 
t=0 எனில்‌ = = 0 எனும்‌ நிபந்தனைகளுக்குச்‌ சமன்பாடு (12) மட்டுமே 
இணங்குவது தெரிகிறது. 


எனவே சரியான தீர்வு = B sin X x. COS X al எனலாம்‌. 
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இது x=! எனில்‌ 3-0 எனும்‌ நிபந்தனையைச்‌ சரி செய்ய 
வேண்டுமானால்‌ ௦:- r என இருக்க வேண்டும்‌. n ஒரு முழு எண்‌. 


எனவே தீர்வு 


— nx nrat | 
= > bn னு . COS ] SA (13) 
n=1 


எனலாம்‌. t = 0 எனில்‌ y = f(x) எனும்‌ நிபந்தனைக்கேற்ப 





NTX 
y= 2 bn sin erie > (14) 
n=1 


என்பது oe அதாவது, 

21 3 
Ve bı si = E b, sin —— ii bz sin 7 + ».. > (15) 
தீர்வு (13) இல்‌, b, இன்‌ மதிப்பைக்‌ கண்டறிந்தால்‌ தீர்வு முழுமையாகும்‌. 


: இதைக்‌ கண்டறிய, 


Fol, Mur en ஆராய வேண்டும்‌. 


f(x) = b; sin + b, sin + b, sin + -u 
என்ற தொடரைக்‌ கருதுவோம்‌. 
(0, 1) எல்லைக்குள்‌ அமையும்‌ அனைத்து % மதிப்புகளுக்கும்‌ மேற்கண்ட 
ஃபூரியர்‌ சமன்பாடு பொருந்தும்‌. இதில்‌ 
l 
- | sin ax 
= 


ஆகும்‌. 
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l 
| 2 nny 
bn = 7 | FW) sindy 
0 


என்போம்‌. 
இதைச்‌ சமன்பாடு (13) இல்‌ பிரதியிட (1) இன்‌ முழுமையான தீர்வு 


கிடைக்கப்பெறும்‌. இத்தீர்வு 
௦௦ l y 
t 
=D sin — cos == | 709 sin — dy > (16) 
n=1 0 E 
கம்பி அதிர்வுறும்‌ போது அதன்‌ இடப்பெயர்ச்சி 
y = f(x) =bsin™ , b கம்பியின்‌ வீச்சு ஆகும்‌. 
f(y) = b sin 
எனவே 


l I 
n n 
| 700 sindy = pb | sin? (=> dy 
J l J l 














=: | l ப்‌! 
2. y 2717 7 0 
bl 
22 
எனவே தீர்வு (16) இன்‌ படி 
NICK nrat - bl é 
y =>) SR சே COS ] eS 
n=1 
அல்லது 
= 717120 nrcat 
y=b > sin —— COS 
l l 
m 
ஆகும்‌. 
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பயிற்சி 3.1 
கீழ்க்கண்டவற்றுக்கான ஃபூரியர்‌ தொடர்களைக்‌ காண்க. 
1) சுட. பளு கரா 
விடை 2[sinx +>sin 2x +2sin 3x + A sinnx +] 
2 3 n 
2) a fix} அல்‌ OSES RE 
cos2x | cos3x, ‘cOS4x | | 


விடை A+msinx—2cosx + 2 [5 = ton 24 


A 


3) fix) =e* —_T<x<T: 








2 sin hr 1 1 
விடை — I - — cosx 
TE 2 PH 


+) + (sin 
PH 


A A 








விடை — =T] += cosx +- cos 2x + cos3x +- e 
= sin x +=sin a T —sin q | 
5 f(x)= (“= “0 <x<2n எனில்‌ f(x) A 
னன காட்டுக. 
6)- f) ஆனது (0,27) இடைவெளியில்‌ அமையும்‌ ஒரு காலவட்டச்‌ 


சார்பு (perodic function) அதன்‌ மதிப்பு 


_ (3x*—6xn +21?) 
OS 





$ cosnx 
எனில்‌ ர்‌ (x) = nel n2 des 


> ó S 2 a > . 
நிரூபிக்கவும்‌. அதிலிருந்து L =1+ = அன்‌ arhat 3 
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3.7 Sy fur தொகைகள்‌ (Fourier”s Integrals) 


(ர, 1) இடைவெளியில்‌ ஃபூரியர்‌ தொடா 


+ y b, sinnx >) 


இதில்‌ 


TE 
1 
ட்ட | FG cosn x ax 
TE 


Der | [ஜிண்டால்‌ >12) 


f(x) என்ற இன்‌ சார்பைக்‌ கோண விகிதச்‌ சார்புத்தொடராக 
(trigonometric series) (—C, C) எல்லைக்குள்‌ அமையும்‌ அனைத்து இன்‌ 
மதிப்புகளுக்கும்‌ பொருந்துமாறு மாற்றி அமைக்க முடியும்‌. 
இதற்கு 
z= 5 என்று கொள்ள வேண்டும்‌. 
x = -2 எனில்‌ 2 = —T 
x=c எனில்‌ z = TT 
மேலும்‌ f(x) = f (Ez) 
சமன்பாடு (1) இல்‌ இருந்து 
f E 2) = do 
+ aj COS Z + 82 COS 22 + `~ 
+ bj sin z + b, cos 2Z+... E | > (3) 
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இதில்‌ 


“o எட்டாம்‌ 
TE 

an=- | f Ez) cosn zaz 
ர 


TE 


== | f (Es)sinnzaz | 12 


(3) மற்றும்‌ (4) இல்‌ z க்கு பதில்‌ =x பிரதியிடலாம்‌. 
2 
f(x) = dy + arcos — + ag Fre 


EIER A | 
er a. > (5) 


இதிலுள்ள குணகங்கள்‌ (3) இன்‌ குணகங்களை ஒத்திருப்பதால்‌, இச்சார்பு 
(ee) எல்லைக்குப்பொருந்துவதாகும்‌. 


1: ze TE de ze Pam 
= ER, FO == Pr PlR)dx 


dz = "dx 
G 


dy = - | f (tat > (6) 


என்போம்‌. 


Tie = f° f(x) cosn-x.-dx 
Oe 


C 
ote pl nit 
et fee costa 
ட்‌ C 
=G 


C 
: 1 NER TE 
bi =— [ரஸ்‌ டன்‌ 
TE CL 
E 


1 | | 
= [re sin dt | > (6) 
இம்மதிப்புகளை (5) இல்‌ பிரதியிட 
FLO = x Jroa + [ro cos — cos dt 
el f recon cosa + [ரண்‌ 


FA a ERX 
+ [rosin sin — dtt- 


2nt 2X 


TEX 
fro = + cose sn cos 8 


mt TX 2nt 27% 
னிவ stan dt 


TEX nt OR 
[ (t) [+ COS "eos as + sin — sin 2) 


| 2nt 27% 27ம்‌ 27% 
- (cos cos == + sin sin] + --- | dt 
C C C C 


if 1 7 27 
E [ro [2+ cos ¿(2 0) + cos— (x — t) + | ae 
C 2 C C 


1 r TT 27 | 
mai Ea — — —— x — L + soe. dt 
Ic | f(t) £ + 2cos e (x — t) + 2cos 7 ( ) 
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= of [Ecos 5 (x 0) costa- “cos (I (x —t) 
+— Tos (xt) += cos (=) G0 ++ Jac: 
“ 2 cosp = cos(p) + cos (--ஐ) 


[ro 


) 6-0) 





TT TE TE TE 
+Zcos(-n - 1) 0 t) + — cos (—n + 2)—& — t) 


x 0.ஈ Mio A E. பதரி 
+ ---—cos — (x — t) + —cos—(x — t) +- cos— (X t) 
c c c 0 € c 


[ar 


-4 [rol எல்லை ந | 


n > co r==n 


1 பன்‌. 1 | 
ய Be கோ 
Hl r=—n Tt TU 
- இதில்‌ 02௦ c/n>m 


எனவே 


00 


எல்லை 


—t)= cos u(x — t)du 
a ee Wo “௫5 ca 


எனவே 


co 


f(a) = 5- [row | cosu (x du 


— 00 
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இந்த இரட்டைத்‌ தொகையானது ஃபூரியரின்‌ தொகை (Fourier Integral) 
எனப்படும்‌. E : 
38 ஃபூரியர்‌ தொகையின்‌ வெவ்வேறு வடிவங்கள்‌ 


00 


f(x) = = | f(t)dt | cosu (x — t)du 17) 


= ௦௦ 


0 
| cosu (+ t)du = f cosu(<—0du+ | cosu («Du 
0 | 


wi — 00 


இதனை [= L +L என்க. 


1ல்‌ மக்குப்‌ பதிலாக —u ஐப்‌ பிரதியிடலாம்‌. 
0 00 


h == Í cosu (Œœ - Ddu = | cosu (x -Ddu =I 
| 0 


co 


எனவே 


00 


I=kK+L =21,=2 | cosu (Œ — Dd 
0 


எனவே (7) இல்‌ இருந்து 


டம்‌ r 
f(x) = -| roa | cos u (x — t)du (8) 
பக்‌ J 
இதில்‌ தொகையின்‌ எல்லைகள்‌ U அல்லது ஐச்‌ சாரந்ததலல. எனவே 


தொகையின்‌ வரிசையை மாற்றி அமைக்கலாம்‌. 


co 


f(x) = -f du | f(t)cos 1 (x — t)dt 


0 


20) 


இப்போது f(x) ஒரு ஒற்றைச்சார்பு எனில்‌ f(-x) = 400 ஆகும்‌. 
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3 | ட = a ` 
à = | 1 
| = = a - | 
| i į 
இட l 
i 











00 


f(x) == 2] are cosuscosu | > (12) 


0 
தொகைகளின்‌ வரிசையை மாற்ற 


co 


2 ( | 
f@)==| rat | cosutcosux dt $ > (13) - 
0 


0 
சமன்பாடுகள்‌ (7) முதல்‌ (13) வரை ஃபூரியர்‌ தொகையின்‌ வெவ்வேறு 


வடிவங்ககளாகும்‌. 


3.9 ஃபூரியா தொகைகளின்‌ பார்சிவால்‌ முற்றொருமை 
co 1 co : 
தத ம்‌ 2 
| | F(x) | = F | EF Cty? dt 


இதில்‌ f(t) ஆனது F(x) இன்‌ ஃபூரியர்‌ நிலைமாற்றமாகும்‌. 
3.10 ௯பூரியா்‌ நிலைமாற்றங்கள்‌ (Fourier Transforms) 
F(a) 


= | f@K(«,t)dt > (1) 


.. பொதுவாக இது ஒரு நிலைமாற்றத்தைக்‌ குறிக்கும்‌ சமன்பாடாகும்‌. இதில்‌ 

f(t) என்ற சார்பானது K (0, t) என்ற நிலைமாற்றக்‌ ௧௬ (Kemel)வினால்‌ 
F(&) என்ற சார்பாக மாற்றப்படுகிறது. (-வெளி ஆயங்களிலிருந்த f (9. 
சார்பு ௦-வெளி ஆயங்களுக்கு மாற்றப்பட்டுள்ளது. இதேபோல்‌ 


1. ஸபூரியர்‌ சிக்கல்‌ (Complex) நிலைமாற்றமானது, 


1 i 
Fo) = = or J f(He* dt 
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` இதேபோல்‌ | ச 


— a f i 
F(s) Dr = | f(tje*dt . 
f(t) இன்‌ ஃபூரியர்‌ நிலைமாற்றம்‌ F(s) ஆகும்‌. 


ட்ட —itx 
LO) E | re dt 


- இவற்றுள்‌ F(t) இன்‌ நேர்மாறு ஃபூரியர்‌ சிக்கல்‌ நிலைமாற்றம்‌ (Inverse 


Fourier Transform) எனப்படும்‌. 


ff) =| F(s)e “ds 


A ௦௦ 
El 
இது F(5)ன்‌ நேர்மாறு பூரியர்‌ சிக்கல்‌ நிலைமாற்றம்‌ ஆகும்‌. 


2. ஃபூரியார்‌ சைன்‌ நிலைமாற்றம்‌ (Fourier Sine Transform) — 
0<x< oo எல்லைக்குள்‌ அமையும்‌ *இன்‌ சார்பு f(x) இன்‌ முடிவிலி 
ஃபூரியா சைன்‌ நிலைமாற்றம்‌ em) என்போம்‌. இதில்‌ n ஒரு நேர்முழு 


எண்ணாகும்‌. இதனை, 


A) = By f (x) sinnx dx 
| 0 


எனலாம்‌. அதற்கு மாறாக MOR நேர்மாறு ஃபூரியர்‌ சைன்‌ நிலைமாற்ற 


(Inverse Fourier Sine Transform) த்தைக்‌ குறிக்கும்‌ சமன்பாடு, 


f@)= By F,(n) sinnx dn 
0 
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3. ஃபூரியர்‌ கொசைன்‌ நிலைமாற்றம்‌ (Fourier Cosine Transform) 


ப] f(x) cos nx dx 
“og 


இதில்‌ n ஒரு நேர்‌ முழு எண்‌. இந்நிலைமாற்றம்‌ இன்‌ 0 < x < ௦ என்ற 


எல்லைக்கு உட்பட்டதாகும்‌. 


இதில்‌ நேர்மாறு ஃபூரியர்‌ கொசைன்‌ நிலைமாற்றத்தைக்‌ குறிக்கும்‌ 


சமன்பாடு, 


2 co 
f = By F.(n) 005 71% dn 
0 z 


ஆகும்‌. 
4. வரையறுக்கப்பட்ட ஃபூரியர்‌ சைன்‌ நிலைமாற்றம்‌ (Finite Fourier sin 


Transform) 


0O<x<l எல்லைக்குள்‌ F(x) நிலைமாற்றம்‌, 
l 
AG [ræ sin —— dx 
0 
ஆகும்‌. | = 7 எனில்‌ 
F.(n) = [ro sinnx dx 
0 i 
இதன்‌ நேர்மாறு (Inverse) 


> oo 
f(x) = > F.(n) sinnx 
n=1 
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மாதிரி-6 


e “இன்‌ ஃபூரியா்‌ சைன்‌ நிலைமாற்றத்தைக்‌ காண்க. 


2 
no E e *sinn x dx 
0 
= “| oak ( sinnx — n cosmo]. 
z TT 1 +n? 0 








மாதிரி-7 


MA நேர்மாறு ஃபூரியர்‌ சைன்‌ நிலைமாற்றத்தைக்‌ காண்க. 


்‌ | 2 co - | 
te) -EJ e sinnx dn 
0 
| | ein l m 
= |- பண்டா — x cosna)| 
A= x: ; 


K T 
7 In A2+x2 


மாதிரி-8 
0<x<2 எல்லைக்குட்பட்ட f(x) = இன்‌ Lu சைன்‌ நிலை 


மாற்றத்தைக்‌ காண்க. 


2 
F,(n) = | f(x) sin —— dx 
0 
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A 2 
=x ரபா + 005-702 
2 0 
—2x NIX j 4 : NTX —4 
= | Cos = i = — cos NT 
2 2772 2 


மாதிரி — 9 

f(x) இன்‌ ஃபூரியர்‌ நிலைமாற்றத்தினைக்‌ காண்க. ல்‌ Ixi<a எனில்‌ 
f(x) =1; [X1௮ எனில்‌ f(x) = 0 

gio: bos 


f(x) இன்‌ ஃபூரியர்‌ நிலைமாற்றமானது 


F(n) = | f (x)e'™ dx 
f(OQer மதிப்பைப்‌ பிரதியீடு செய்ய 
o 
F SS inx ௨2 
(7) = J 1. e"™ dx = = =| 
1 1 


—ina 
ina =p ) 


“Vee 
see gina _ g-ina = 2 /sin = 
a | Be F =: n 


மாதிரி - 


ஃபூரியர்‌ நிலைமாற்றம்‌ காண்க. 








12 xp 1 3 
x)= i னில்‌ 
iw EN ince do 
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தீர்வு : 


t-z E ௮ ந 
fm =| pA 


Fm) == | reo eim*ax 


1 
1 
fo)=1-x2, FM) zle x2)e "dx 


| ine ப அன்த அர சச்‌ 
பகுதிகளாகத்‌ தொகைகாண, || uv = uv; — U Vi HU Viii 























- = ` 1 
$ s arre e ma einx | 
= ——}(1 — x’ — (-2x) — + (-2) 3 
ren) 27 a en in ன்‌ (in)? ( I im) 23 
peel [pee 2 Ze." ்‌ —2e * 
வரை 2 UE | 712 in3 
ர er தத. Zee. Den 
ஒர n? in3 712 in3 
e | 2 fe" +e ™ 
A a! ரட்ட 
F E le £ El i 
= 1 —2 - a 2 EE] 
| ~ cosn) + 7; - 
1 | 
F(n) = _ (—ncosn + sinn) 
மாதிரி — 11 


~ இன்‌ ஃபூரியா சைன்‌ நிலைமாற்றத்தைக்‌ காண்க. 


1 2 ( sinnx 
Fn (=) era அ dx 
n T J- Xx 
பத 


nx = என்க. ndx = de 
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மாதிரி - 12 
f(x) இன்‌ ஃபூரியர்‌ நிலைமாற்றத்தைக்‌ காண்க. 
இதில்‌ 

I , (=a<x.<0) 


7005 1-2 (0 <= <a) 


a ச 


0 , மற்றவைக்கு 
F(n) = — | f(x) e"*dx 


0 a 
== (Here e 
a 0 


1 x ein“ 1 ein 0 
F Br (1 = -) ns (=) | 
27 a’ in a/ -n 


p 














2r Jan? an? 
nf =|; fe er 
27 Lan? an? 
2 | 
= naar (1 — cosan) 
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டிராக்‌ டெல்டா சார்பு (t-a) கலப்பின ஃபூரியா்‌ 


நிலைமாற்றத்தினைக்‌ காண்க. 
டிராக்‌ டெல்டா சார்பு, கீழ்க்கண்டவாறு வரையறுக்கப்படுகிறது. 


S(t-a)= எல்லை /(h,t—a) 


20 
| = -a<t<a+h க்கு 
இதில்‌ I (h,t—a) = jh’ pe : 
| 0, t<a மறறும t>a+h க்கு 
தீர்வு - 
1 ௦௦ ்‌ 
F{6(t— a)} = = je er o(t — a)dt 
1 a+h 
= —— எல்லை — eM dt 
V2T 6௨0 J h 
T 1 gint a+h 
= — எல்லை — |—— 
V 20 page | in | : 
= எல்லை +: Leiter En qa 
v2x po mh 


11 ல்‌ ina ்‌ er | 
எல்லை e — 

(210. நட 0 inh 

gina 


த _ 
ஏனெனில்‌ எல்லை EL 7 
9-0 
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311 ஃபூரியர்‌ நிலைமாற்றங்களின்‌ பயன்பாடுகள்‌ 
() ஒரு திடப்பொருளில்‌ ஒரு புள்ளியில்‌ வெப்பநிலை 


சமன்பாடு =: oe ஐக்‌ கருதுவோம்‌. x > 0,2 0 > (1) 


இதற்கான நிபந்தனைகள்‌ 


(0-0, t>0 எனில்‌ U = 0 


()U=1, 0<x< 158 | 
0, x > 1 க்கு t = 0 எனில்‌ 


(iii) U(x, 0) ஒரு குறிப்பிட்டமேல்‌ எல்லைக்குட்பட்டது. இதற்கு ஃபூரியர்‌ 
சைன்‌ நிலைமாற்றத்தைப்‌ பயன்படுத்தலாம்‌. சமன்பாடு (1) இல்‌ இருந்து 


ðU 


Fre annex [ தல்‌ 


o~ g 


u(n,t) = ர்‌ U(x,t) sinnx dx எனக்‌ கொள்வோம்‌. 


> 





du = OU (x,t) 
dt Ot 





sinnx dx 


© 


0 
(1) இல்‌ இருந்து, 


du r 02U 


d Vax 
0 


—— sin nx dx 
A gu 
= |sinnx | taf cos nx ax | 
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co 
= 0 -nlcosnx U], +n | sinnx U dx 
| 0 
= nU(o,t) —- nu, 020, x > © எனில்‌ : | > (2) 


ஆனால்‌ ufn,t) = f Be U(x,t)sinnx dx எனவே | 


ட) 0-2 E U(x, 0) sinnx dx = E sinnx dx நிபந்தனை (ii) இன்‌ 
படி 


> E cos od 

= = ; 

E 1- 0057 | > (3) 
n 


நிபந்தனை (0)இன்‌ படி U(0,t)=0 இதைப்‌ பயன்படுத்த சமன்பாடு (2 
ஆனது 


== ae அல்லது = = —n?dt 
ee logu = Spa log A, A ஒரு மாறிலி 
u = Ae "t 
முதலில்‌ t=0 எனில்‌, u(n, t) = u(n, 0) = — (3) இன்‌ படி 
u = Ae ™ t யிலிருந்து t = 0 எனில்‌ ம A 


71 
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y 1-cosn _»2 
எனவே u(n, t) = ——e" 


ஃபூரியர்‌ சைன்‌ மாற்றத்தின்‌ நேர்மாறு வாய்பாடு. 


2 r 2 f 1—cosn | 
U(x, €) - fun sin nx aem ம] Sew sinned 
0 


0 


இதுவே (0 இன்‌ தீர்வு. இது ஒரு திடப்பொருளின்‌ (x > 056) எந்த ஒரு 
நேரத்திலும்‌ x என்ற புள்ளியின்‌ வெப்பநிலையைக்‌ குறிக்கும்‌ 


சமன்பாடாகும்‌. 
(2) இழுத்துக்‌ கட்டப்பட்ட கம்பியில்‌ இடப்பெயர்வு 


ஆதியிலிருந்து ௫ தொலைவு வரை இழுத்துக்‌ கட்டப்பட்டுள்ள கிடைமட்ட 
கம்பியில்‌ அதன்‌ எடையினால்‌ ஏற்படும்‌ இடப்பெயர்வு Y(x,t) ஐக்‌ 


்‌ கண்டறிவோம்‌. 
தொடக்கத்தில்‌ Y = 0. வரம்பு மதிப்புப்‌ பிரச்சினை 
Sa அர்‌ எத என்போம்‌. > (1) 


இதில்‌ VAR t>0 


இழுவிசை 
a? = Set 
நேர்கோட்டு அடர்த்தி 
வரம்பு நிபந்தனைகளுக்கு உட்பட்டு 


*-0-2 1-0 எனில்‌ 
zp 


Y=0, x=0 அல்லது எனில்‌ > (2) 
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சமன்பாடு (1) இல்‌ இருந்து வரையறுக்கப்பட்ட ஃபூரியர்‌ சைன்‌ நிலைமாற்றம்‌ 


காண, 
TE 
[+ 
— sinnx dx 
t2 
0 = 
TE ™ 
Het er a) ae 
= a [த்ர | sinnx dx > (3) 
0 0 


y UTE) = | Y (x,t) sinnx dx 
| | J 


என்க. வலப்புற முதலாவது கோவையிலிருந்து, 


TE TE 

க்‌ 
7 sinnx dx = = cosnx dx 

0 0. 

பகுதி தொகையீட்டின்‌ படி 


= n[{(-1)"*4¥ (x) + Y(0)] — n2y 


= —n2y ye Y (mt) = Y (0) =o 
எனவே (3) இல்‌ இருந்து 
Oy TE Ena 
த 
012 any ze g E | 
02 


1 ட்‌ ட்கு 


Y: 
n —a n’y +g | 


de | 
a + cin’) y= = 1 = 
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இச்சமன்பாட்டின்‌ துணைத்தீர்வு (Complementary function) 
Acosnat+Bsinn a t 


சிறப்புத்‌ தீர்வு (Particular integral) 





2[1- டர [1 (3) asi D=7 ஆகும்‌ 


= 





g ்‌ பட்டக்‌... ¢ 
அதது gn? [1 - (-1)”]. இதன்‌ முழுத்‌ தீர்வு (Complete integral) 
y = Acosnata Bene -i — (—1)”] 

| an? 


Y 


En —A na sinn at +Bnacosnat 


d : - : 
t= 0 எனில்‌ y = 0 = = என்ற நிபந்தனைப்படி 


4---௨ ம (ழா மற்றும்‌ 8 = 0. எனவே (4) இன்‌ தீர்வு, 
| 


Y = 7273 l1 — 1)71(1- nan t) 


(நோ மாறு வாய்பாட்டின்‌ (Inversion formula) படி) 


oo 
2 ES 
== 
TE a2n3 
os n=1 


[1 — (CHIA —cosnat)sinn x 


2 1 —(-1)" 
ட. y LC da — cosna t) sinnz 


= E =D a eosnat)sinnx 
Ta 2 

1 
.. f= [2 | x(n — x) 


712 2 
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பயிற்சி 3.2 


ஃபூரியா்‌ தொகைகளைப்‌ பயன்படுத்தி 


En © E A) k > 0) 
PLE A 

0 

எனக்காட்டுக 


சுர x <a 
ie, Ce இ 
= 0, x oh 
இச்சார்பின்‌ ஃபூரியர்‌ நிலைமாற்றம்‌ = (E 
ர. 
f(x)=a—|x|, [xla 


= 0, xf Sa 0 


கானை அழியா நிலைத்‌ E= acosan என நிரூபிக்கவும்‌. 





œ (sinty? TE A க 
இதிலிருந்து f, (2 -) dt = - எனக்‌ காட்டுக. 


4/2 
ர vere 
0, Lea 
இச்சார்பின்‌ ஃபூரியர்‌ நிலைமாற்றம்‌ re எனக்‌ காட்டுக... 





உ lear ஃபூரியர்‌ சைன்‌ நிலைமாற்றத்தைக்‌ காண்க. அதிலிருந்து 





de xsin mx 


o e LA மதிப்பைக்‌ காண்க. 


n TT a 
விடை = em 





x 
—— ட்‌ > bed o o TE e 
e இன்‌ ஃபூரியர்‌ சைன்‌ நிலைமாற்றம்‌ E ane =: 


எனக்காட்டுக. 
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3.12 லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றங்கள்‌ (Laplace Transformations) 


வரம்பு மதிப்புகள்‌ (Boundary values) தெரிந்த வகைக்கெழு 
சமன்பாடு (Differential equation) களை அவற்றின்‌ பொதுவான 
தீர்வுகளையோ, அல்லது அவற்றிலுள்ள யாதாமொரு (arbitrary) 
மாறிலிகளையோ கண்டறியாமலேயே தீர்ப்பதற்கான ஒரு முறையே 
லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றங்களாகும்‌. 
லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றத்தின்‌ வரையறை 


co 


f(s) = L{F(t)} = எல்லை | e “F(t)dt = | e F(t)dt 
0 


a => © 
முக்கிய வாய்பாடுகள்‌ 
1 n! 
1) L) = 3 2) BE?) = E 0: AES 





| 4 : 

aty == = —— 
3) Lee ட... 4)L (cosh a t) aa 
கை 2, 


5) £L(sin h at) = =. (s? >a?) 6)£(sin at) = (s 


a 
sat 
> 0) 


T)£ (cos at) = (52 0) 


5 
Soa 


நிரூபணம்‌ 
020 = இட etas [EL எர்த்‌ உடல! 
DUO], e உல 


St = X என்க. (=>; üt = 











r x" dy qe r 
LEY = ட்ப டன்‌ ap | e “dx = aa 
0 0 
71! 
aa sn+1 
DLE) = f eedt = foe Car [E 


1 1 = 
ER (s — a) aa 
1 
Teno 
1 


6-9 
fo hat) = (= —) 


= = L£(e**) az =L(e வு. 








(s >| al) 


—at 


5) £ (sinh a t) =: — ) 





= 1 £(e) = Í £(e-at) 
2 2: 4 





al 1 1 |= 1 |(s + a) — (s — a) 
s-a sta 2 


|) 
6) L (sin at) == L(eat — eriat) 


1 E 
= [மர - ee] 





a 


2,2 : gan 


232 


[(n + 1) 


s2— q2 Due ok 


1 |-> Zia 
-ia s+ial 2i° (s? +a?) 


5,(s >la 


7) £ (cos at) =- er 


-3[2(22) + (e=) 








=5| 1 a 1 l=; 2s 
2ls-ia 5 Ti 


S 


NE (310) 


விளக்கம்‌ 

அனைத்துச்‌ சார்புகளுக்கும்‌ லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றம்‌ சாத்தியம்‌ 
என்று கூறமுடியாது. F(t) என்ற சார்பானது அடுக்குக்குறி (exponential) 
அளவில்‌ விரிவடையலாம்‌. அப்போது இதன்‌ முடிவிலி தொகை fk (t)dt 
ஒரு குறிப்பிட்ட மதிப்பிற்குள்‌ அடங்காமல்‌ விரிவடையும்‌. -எனினும்‌ 
இச்சார்பு |e F(t) I<M என்ற நிபந்தனைக்குக்‌ கட்டுப்படுமானால்‌ 
அதன்‌ லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றம்‌ சாத்தியமாகும்‌. இதில்‌ 14 என்பது, ர்‌இன்‌ 
பெரும மதிப்புகளுக்கு ஒரு நேர்‌ மாறிலி (Positive Constant) ஆகும்‌. 
_ லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றத்தில்‌ 5இன்‌ மதிப்பு So Y விட அதிகமாக இருக்க 
வேண்டும்‌. இத்தகைய சார்பு F(t) அடுக்குக்குறி வரிசையில்‌ (exponential 


order) அமைந்தது எனப்படும்‌. 


எடுத்துக்காட்டு () F(t) =t? என்ற சார்பைக்‌ கருதுவோம்‌. 


எல்லை e (2 = எல்லை — 
e 
t => 00 t — ௦௦ 
| | | E 
= எலலை 
771212  m?t? 





ல. 14m+= +3 


| 
2 
2 
3 
2 
| 


1 m. m? mt 
அ தட 


சார்பு t? அடுக்குக்குறி வரிசை 3 ஐச்‌ சேர்ந்தது. இதற்கு லாப்லாஸ்‌ 


நிலைமாற்றம்‌ கண்டறியலாம்‌. 


(2) F(t) =e! என்ற சார்புக்கு 


3 — mu. tido : t(t2—m 
எல்லை [e "e )= எல்லை e ee 
t > 00 t => 00 
= ௦, முடிவிலி 


t > ஐ க்கு இது அடுக்குக்குறி வரிசையைச்‌ சார்ந்ததல்ல. எனவே இதன்‌ 


லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றம்‌ சாத்தியமில்லை. 

3.13 ஃபால்டுங்‌ அல்லது மடிப்புத்‌ (Faltung or convolution) தேற்றம்‌ 
f(x) மற்றும்‌ g(x) என்ற இரு சார்புகளைக்‌ கருதுவோம்‌. அவற்றின்‌ 

ஃபூரியர்‌ நிலைமாற்றங்கள்‌ முறையே F(w) மற்றும்‌ (ல) என்போம்‌. 


இப்போது (—00,00) இடைவெளியில்‌ 7 மற்றும்‌ ஏஇன்‌ மடிப்பு 
Fs வறு f d > (1) 
g = val IV) f — y dy 


ஆகும்‌. இச்சார்புகளின்‌ ஃபூரியர்‌ நிலைமாற்றங்களைப்‌ பயன்படுத்த 


| g(y)f(x — y)dy = 


— co 


1 r r : 
J | g(y) | F(w)e 12029 dw. dy 


co 


pe | | 
== | ஈன) | ரல்‌ 


— 00 


= [> F(w) G(w)e dw Ss) 
சமன்பாடுகள்‌ (1) மற்றும்‌ (2)ஐ ஒப்பிட 


நச g =a (EG) 
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F மற்றும்‌ இன்‌ பெருக்கல்‌ பலனின்‌ நேர்மாறு ஃபூரியர்‌ 
நிலைமாற்றமானது f மற்றும்‌ ஏஇன்‌ மடிப்பு ரீ * க்குச்‌ சமமாகும்‌. 


இதற்கான வரைபடமானது படம்‌ 3.3இல்‌ காட்டப்பட்டுள்ளது. 
மாதிரி-14 


மடிப்புத்‌ தேற்றத்தைப்‌ பயன்படுத்தி, 


Mf a 
வண்ணா ஒம்‌. வ 


கண்டறிக. 
தீர்வு 


L(cos at) = = 


o o S 
Tz மற்றும்‌ L(cos bt) = 377 


மடிப்புத்‌ தேற்றத்தின்படி 
t 


L£ f cos ax cos b(t — x)dx 
0 


y? 


~ (s? + a2)(s? + b’) 


எனவே 


= amor] = [றைவ = 2er 
0 


t 
= > | (cos(ax + bt — bx) + cos (ax — bt + bx)}dx 
ட | 
ne, t 
= > | cos[(a — b)x + bt]dx + = | cos[(a + b)x - bt]dx 


0 | 0 
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_ [sin(a = b)x + bt — b)x + bt] ரஜி நவி தமில்‌ கல்‌ வ்‌ + b)x — சிடு 
2(௪- படம... 2(a + ET A 

_ sinat — sin bt $ sinat + sin bt 

= 2¢a — b) 2(a +b) 


a sinat — b sin bt 








pa 
மாதிரி - 15 
| மடிப்புத்‌ தேற்றத்தைப்‌ பயன்படுத்தி £ ' > is ஐக்‌ கண்டறிக 
தீர்வு : 
tf 4 1 e sin at 
அன்த எக்க. ன து 
மடிப்புத்‌ தேற்றத்தின்படி 


pa | 1 | = [ sina (t — x) e E cos(at — 20) 


s(s2+a2)) — a 


1 
= za — cos at) 


பயிற்சி 3.3 
மடிப்புத்‌ தேற்றத்தைப்‌ பயன்படுத்தி நோமாறு லாப்லாஸ்‌ 
நிலைமாற்றங்களைக்‌ காண்க. 


2 
5 1 qa: 
3 _ (s2+a2)2 விடை ¿1 cos at + —sinat 


i | = 
2) Hy விடை Z [(3 — t2) sint — 3t cost] : 
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3.14 சார்பின்‌ துண்டுதுண்டான தொடர்ச்சி (Piecewise or sectional 


continuity) 





படம்‌ 3.4 துண்டு துண்டாக தொடர்ச்சியான சார்பு 


ஒரு மூடிய இடைவெளி (Closed Interval) [a,b], ஒரு குறிப்பிட்ட, 
சிறிய இடைவெளிகளாகப்‌ பிரிக்கப்பட்டு, அவ்விடைவெளிகளில்‌ சார்பு — 
தொடர்ச்சியானதாக, தீர்க்கமான இடது மற்றும்‌ வலது எல்லைகள்‌ 
கொண்டதாக, படத்தில்‌ (3.4) காட்டியது போல்‌ அமையுமானால்‌ சார்பானது 
[a, b] மூடிய இடைவெளியில்‌ துண்டுதுண்டான தொடர்ச்சி கொண்டது 


எனலாம்‌. 

A வகைச்‌ சார்பு (A function of class A) 

F(t) என்ற சார்பு, t>058 ஒவ்வொரு சிறிய இடைவெளியிலும்‌ 
தொடர்ச்சியான தாகவும்‌, t> லக்கு அடுக்குக்குறி வரிசை 
கொண்டதாகவும்‌ இருக்குமானால்‌ அச்சார்பு A வகைச்‌ சார்பு 
என்றழைக்கப்படும்‌. 

3.15 லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றத்தின்‌ பண்புகள்‌ (Properties) 

(4) நேர்கோட்டுப்பண்பு (Linear Property) 

ELO, F,(t) என்பன இரு சார்புகள்‌, C1, C2 இருமாறிலிகள்‌ எனில்‌ 
L{C,F,(t) + CaFz(t)} = GL{Fi@)} + C,L{F,(t)} 


= (1715) + (272 (5) 


237 


இத்தொடர்பு பல சார்புகளுக்கும்‌, அதே எண்ணிக்கையிலான 
மாறிலிகளுக்கும்‌ பொருந்தக்கூடியது. | 
நிரூபணம்‌ 


00 


L{F,(t)} = நடு = | e-StF,(t)dt 


0 


co 


£{F,(t)} = நடு = | e-StF, (t)dt 


0 


co 


L1C,F,(t) + C2F2(t)} = | et {C F (t) 40,7720) — 


0 
IE, | உ E (t)dt + Cz | e *F,(t)dt 
0 0 


= Cif, (s) + Cof2(s) 
(B) முதலாவது இடப்பெயா்வுப்‌ பண்பு (First Shifting) 


FOOD லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றம்‌ f(s) எனில்‌ et F(t) இன்‌ லாப்லாஸ்‌ 
நிலைமாற்றம்‌ f(s - a) ஆகும்‌. a ஒரு மெய்‌ அல்லது சிக்கல்‌ எண்‌. 

Le F(t)} = f(s - a) 
- நிரூபணம்‌ 


00 


L{F(t)} = | ப்ப flo) 


0 


Lenea = | ott est F(t) dt 


0 
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(ற) திசையிலிப்‌ பண்பு மாற்றம்‌ (The change of scalar property) 
L{F(t)} = f(s) எனில்‌ 

| à LeS 
L{F(at)} = TE 


நிரூபணம்‌ 
LíF(at)) = | அமை 4162721717 
0 


3 d 
at = என்க. dt = = 


ல்‌ 


du 
= [ere 


alu 


1 
= - | e PUF(u)du, “p= 
0 


sek 
=a 
1 
LiF (at)} = — f (s/a) 
(E) வகைக்கெழுக்களின்‌ (Derivatives) லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றம்‌ 


A வகைச்‌ சார்புகளுக்கு, L{F(t)} = f(s) எனில்‌ 


L{F'(t)} = sf (s) — F(0) 


பொதுவாக 
n—1 
LiF? (t)} Sa SEFE) ae > 1-௪ pO) (0) 
r=0 
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(E) லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றங்களின்‌ வகைக்கெழுக்கள்‌ (Derivatives of 


Laplace Transforms) 


! 0 க்கு FO ஆனது துண்டு துண்டாகத்‌ தொடர்ச்சியானது எனில்‌, 
f'(s) = HUF} | 


நிரூபணம்‌ 


= L{(F(t)} = f(s) 
| e'F(t)dt = f(s) 


= டு 


இருபுறமும்‌ 5 ஐ பொருத்து வகைக்கெழு காண, 
ரக்த 
a 


அல்லது f'(s) = LEAF) 


பொதுவாக, 


LEO) = DTO = CIP GSO) 


(G) தொகைகளின்‌ (Integrals’) லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றங்கள்‌ 


L{F(t)} = f(s) எனில்‌ 


ப்‌ | on 12 


0 
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நிரூபணம்‌ 

G(t) = [; F(u)du என்க. 

G' (t) = Å [fÉ Fwd] = FO மற்றும்‌ G(0) = f° F(u)du =0 
பண்பு (E) இன்‌ படி 

LG (©) = s£L{G(t)} — (0) 


L{F(t)} = sL{G(H}—O0 அல்லது f(s) = yh [fs Fu)du} 


அல்லது E F(u)du} = ன 


(H) திரும்புச்‌ சார்புகள்‌ (Periodic functions) 
அலைவு நேரம்‌ 750 கொண்ட திரும்புச்‌ சார்பு F(t) எனில்‌ 
F(t +T) = F(t) 


Í ' eF(t)dt 


பிறு 
ero) = 3 


நிரூபணம்‌ 


ல = | e *E(t)dt 


0 


T 2T 3T 
= [errar | e S'F(t)dt + | அலி 69107 E => 
0 | T 2T 
ட யூகம்‌ 
=> | e` F(t)dt 
n=0 nT 
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t=utn? என்க F(u+nT) = F(u) “F(+T)=F(0) 


E T 
LiF (t)}= 2 | eet (udu 
0 


n=0 


n=0 


௦௦ E 
=. e mt | எரும 
0 


= (1+e T +e +---) | e S“F(u)du 
| 0 


T 


1 | 
= | e ""F(u)du 
0 


15890 பதிலாக tou பிரதியீடு செய்ய 


L e F(Ddt 
LER} = 2 
| — € 
(I) உ. மதிப்புத்‌ தேற்றம்‌ (Initial value Theorem) 


a Ol = f(s) எனில்‌ எல்லை F(t) = எல்லை sf(s) 
t>0 5 — 0 
ie 2 (t)dt - = sf(s) — F(0) பண்பு (£)இன்‌ படி) t > oo எனில்‌ 


எல்லை | e (Edt = . எல்லை sf(s) — F(0) 


See eg S — © 


அல்லது எல்லை sf(s) = F(0) + ol எல்லை e *)F'(t)jdt 
Ss — CO S > CO 
= F(0) +0 எல்லை € = 0 
S — 00 
— எல்லை 
oF F(t) 
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J) இறுதி மதிப்புத்‌ தேற்றம்‌ (Final value Theorem) 
L{F(t)} = f(s) எனில்‌ 


எல்லை (y MER 
0 t > 00 


L{F'(t)} = sf(s)— F(0) பண்பு E இன்‌ படி 


co 


| e-stF' (t)dt = sf (s) — F (0) 


0 


5-2 0 எனில்‌ 


a ச: (1) 86 == எல்லை 57 (5) = F(0) | 
s>0 0 s>0 | 


அல்லது எல்லை sf(s) = F(0) + wy ble எ Fat 
N 


rE 


= F(0) + | (எல்லை eF" (0! 
Dt 


co 


= E(0)sk | 1. F' (tdt 
0 


00 


= F(0) +- | A F (tdt 


0 
= F(0) + [F(t)at]? 
= 00) + o F(t) — F(0) 


_ எல்லை F(t) 
t > oo 
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மாதிரி 16 


f(t) என்ற சார்பின்‌ லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றத்தினைக்‌ காண்க. இதில்‌ 


t 
peo Qe இன்‌ த னில்‌ 
1, 12 
தீர்வு : 
k ௦௦ 
t 
f(t) = [Gera + | | dt 
0 k 


























TES அட அ z 
+ tar = pe ks) விடை. 


மாதிரி 17 


(14 ௦5 2)இன்‌ லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றத்தை அடிப்படைக்‌ கொள்கை 


(First Principle) யிலிருந்து காண்க. 


தீர்வு : (1 + cos 21)இன்‌ லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றமானது 


00 co 


| o2it y g-2it 
| e (1 + cos 2t)dt = | Sie ha + — dt 
0 0 


| = 


| Ze = E ௪5420) y e Ot lade 
0 


N 
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மாதிரி 19 


t 1/3இன்‌ லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றத்தினைக்‌ காண்க. 





தீர்வு : 
LO’) = = + 2 
இதில்‌ n = -- என்க. 


co 10௪ 


t sin ஈர்‌ இன்‌ லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றம்‌ காண்க 


தீர்வு : 
plat _ —iat 1 
A 
2i Zi 
E 1 | 
2416-22. (s + ia)? 


ம [ts FIS (s — | 


 2il (s=iía)(s + ia)? 


= fre a] 


1 [(s? + Zias — a?) — (s? — 2ias — -l 


al “624222 


1 Aias 2as 
IH (s? + a2)2 > Laa 
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| i 
4 
l 
| ( 
1 
> 
| 
| = | 
Le இ. 
A 
| Ed | 
€ $ 
i 
1 | 
iu | 
1 | 
i} 
| 
HZ f 
fi 
JUN 
137 | x 
-= <] 
2 அ Í qesem 
— \ A 
தி ௯ ர்‌. தயை 
f N | டட 
டைய y d 
| $ (sur A = 
X a. 
Y) - 4 EN 



























E — 2s + 17)?2 — (2s — .2)2(52 — 2s + 17)(2s — 2) 
(s? — 2s + 17)* 


„25“ — 4s + 34 — 8s? + 16s — 8) 
(s? — 2s +17)? 


(—6s* + 12s + 24) 
= (s? — 2s + 17)? 


(s? — 2s — 4) 
e 
(s? — 2s + 17)? 
மாதிரி 23 


-—- இன்‌ லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றத்தைக்‌ காண்க. 


தாவு : 
L(sin 21) = TIA 


co 


(25-A 2 உ. E க 
t த த > E 2 


S 





Ss TT 
= [tan Too —tan * A ன்‌ tan ? 


= cot *- 
மாதிரி 24 
tóu(t — 3) இன்‌ லாப்லாஸ்‌ PA காண்க. ` 
தீர்வு : 


t*u(t — 3) = [(t — 3)? + 6(t — 3) + 9]u(t — 3) 
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N ர்‌ அட te 
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2s=5 
952 — 25 


இன்‌ நேர்மாறு லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றத்தைக்‌ காண்க. 


(5 )-23] 2s 4 5 | 
952 — 25 9s2-25 9s2—25 


_ pot 2S 5 


—pE-0) 2-0] 


2.22.25 1 5/3 
=—cosh-=t==£ *? / 


ee dl 


2 5 ee 
= ‘cosh - Ísin * விடை 
9 Ze 3 
மாதிரி 27 
S 
S? + 4s +13 


இன்‌ நேர்மாறு லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றத்தினைக்‌ காண்க. . 
தாவு : 


a S )-27( s+2-2 ) 
s2+45+13/ — (s + 2)? + 32 


(aa (a) 
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= 3 3 
oo tree ey 
a En -- z) த்‌ e + A 
= e "cos 3t et sin 3t விடை. 


மாதிரி 28 


பப்‌ Da 
tan? - இன்‌ நேர்மாறு லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றம்‌ காண்க. 





" தீர்வு: 
Š 1 d 
L * (tan! —) AS சட (—ta 1] 
t ds 5 
1 1 
ea) 
ees 3) 
S 








3.16 லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றத்தினைப்‌ பயன்படுத்தி வரம்பு மதிப்புப்‌ 


பிரச்சினைகளைத்‌ தீர்த்தல்‌ 


() 3 கிராம்‌ நிறை கொண்ட ஒரு துகள்‌ x அச்சில்‌ நகருகிறது. பாதையில்‌ 
ஒரு புள்ளியை நோக்கி அதன்‌ மேல்‌ செயல்படும்‌ விசையின்‌ எண்மதிப்பு 
12x. ஆரம்பத்தில்‌ அத்துகள்‌ x=5 இல்‌ நிலை கொண்டிருப்பதாகக்‌ 
கொண்டு, வினாடியில்‌ அத்துகளின்‌ நிலையைக்‌ காண்‌ பாம்‌. 


(a) வேறு எந்த ஒரு விசையும்‌ அத்துகளின்‌ மீது செயல்படவில்லை. 
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(b) அத்துகளின்‌ மீது செயல்படும்‌ தணிப்பு விசை (Damping force) யின்‌ 
எண்‌ மதிப்பு அதன்‌ கணத்திசை வேகத்தைப்‌ (Instantaneous velocity) 


போன்று 6 மடங்காகும்‌. 


= mn en nn le nn nn 
தீர்வு : -0 6 


(a) துகள்‌ P என்போம்‌. 0 அதன்‌ பாதையில்‌ நிலைப்புள்ளி. , 0வின்‌ 
வலப்புறம்‌ P இருக்கும்‌ போது விசை இடப்புறம்‌, 0 வை நோக்கிச்‌ 
செயல்படும்‌. எனவே விசை -12% என்க. P ஆனது 0 வை நோக்கி நகரும்‌ 
போது. எதிர்த்துச்‌ செயல்படும்‌ விசை —12x. நியூட்டனின்‌ விதியைப்‌ 
பயன்படுத்த, 


நிறை x முடுக்கம்‌ = செயல்படும்‌ விசை 


dt? 


dex : 
Te —12 x 
அல்லது 2, 4x =0 > (1) 


L{x} = எனில்‌ LU) = x 


d’x 
£ 5 = s? L(x) — sx(0) — x (0) 


dt? 
( இதில்‌ x (0) = 5, *'(0) = 0 S வரம்பு நிபந்தனைகள்‌ ) 
= SÉ 58 
(1) இன்‌ லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றத்தைக்‌ கொண்டு, 
526-594 =0 அல்லது (52 + 4)6 a 5s 


5s 


er 
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S 
s2+4 





எனவே L{E}=5L- | } அதாவது x= 5௦521 இது துகளின்‌ 
இருப்பிடத்தைக்‌ குறிக்கும்‌. E 


(b) இப்போது இயக்கச்‌ சமன்பாடு 


ee Sieh, dx 
dt? we ர்‌ 
அல்லது Po 0. > (2) 


dt? 
தொடக்க நிபந்தனைகள்‌ x(0) = 5, x'(0) = 0 


(2 இன்‌ லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றம்‌ 


d’x dx | 
2 21 =| + a} = 0 
ag 528 — 55 + 2(sé — 5) + 46 = 0 இதில்‌ Li} 8 
அல்லது (s2 + 25 + 4)é =55 + 10 


= 55410 S(t 2) 5 | 
“க GS 








LYE} -ற- 5௪21 - தேவையான தீர்வு 


2) ஒரு E வோல்ட்‌ மின்‌ கலத்துடன்‌, தன்‌ மின்‌ தூண்டல்‌ எண்‌ H . 
“ஹென்றி கொண்ட ஒரு கம்பிச்‌ சுருளும்‌, மின்‌ தேக்குத்திறன்‌ C போட்‌ 
கொண்ட ஒரு மின்‌ தேக்கியும்‌ தொடராக இணைக்கப்பட்டுள்ளன. t-0 
நேரத்தில்‌ மின்தேக்கியில்‌ மின்னூட்டமும்‌, சுற்றின்‌ மின்னோட்டமும்‌ 
சுழியாகும்‌. £ = Eq ஒரு மாறிலி எனில்‌ Sira t>0 எனில்‌ மின்‌ 
தேக்கியில்‌ மின்னூட்டத்தைக்‌ காண்போம்‌. E 
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தீர்வு : - 
t வினாடியில்‌, மின்னோட்டம்‌ /, மின்‌ தேக்கியில்‌ மின்னூட்டம்‌ Q 
எனில்‌, 


8 


E >(0) 


கம்பிச்‌ சுருளில்‌ மின்னழுத்த வேறுபாடு 


dl d? 
dt dt? 





மின்தேக்கியில்‌ மின்னழுத்த வேறுபாடு = = 





கிர்ச்சாஃப்‌ விதிப்படி, 1 ௨24 2-௧ = 0 

அல்லது 

dO -0 TE 

ne —— — — = — 2 
dt? “HC H 0 | (2) 


t > 0வுக்கு வரம்பு மதிப்புகள்‌ (0) = 0, /(0)-0, Q'(0) =0. E = Eo. 
L{Q}=q எனக்கொண்டு 

d’Q > 
Lip = 5°10} s0Q(0)- 000)-5“9-0-0- 54 


சமன்பாடு (2) இன்‌ லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றம்‌ காண, 


20 1 E, | 
E 5 == ei) = yn 
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HC 
A 
= 1 
s(s? + fe) 
E,C CEqs (து 
S +77 S + WE 


நேர்மாறு லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றம்‌ காண ° 


எதை உ 


2 NIE 
5 








OSL" (a = ch, 





இதுவே மின்‌ தேக்கியில்‌ அமையும்‌ மின்னூட்டமாகும்‌. 


பயிற்சி 3.4 


கீழ்க்கண்டவற்றின்‌ லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றங்களைக்‌ காண்க. 





ee ze 
Y 1+t2+t° Ao A A 
6 
3. | 
2) oe oer (s+2)* 


| ர்‌ 0௮ ௮ 2 
3) fs Mer அதத <> 
fl: Rh ri es 





35 35 
o 2 + 354352) + 65-1) 


‘a 

4 tcost | a — 

த க ; E = al 
6) te cost விடை 2 (s?+10s?+255s+22) 


(s?+4s+5)® 
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10) 


11) 


12) 


= (1-ef). 
t 
(et sin t) 


f te *sint dt 


விடை log—— 


விடை cot *(s + 1) 


4 
விடை — 
25 


கால வட்டச்‌ சார்பு (Periodic function) 


சு =e. இச <= Zr 
fD=t, 0<t<c 


= 2c —t, 


e2 (1-5) _4 
(Sie 


விடை 


1 
EX =e. விடை tan h $ 


மதிப்பிடுக. a) ey te * sint dt விடை 8/289 





dt விடை = 


2 


கீழ்க்கண்டவற்றின்‌ நேர்மாறு லாப்லாஸ்‌ நிலைமாற்றம்‌ காண்க. 


13) 
14) 


15) 
16) 
17) 
18) 
19) 


20) 


3s—8 
457425 
1 16 


As 1-5? 








5» 
252-1 





s7+4 
s2+9 
Ss 4 





4(s-3)2+16 ` 


e TS 


s2+1 





log (1 T ~) 


1 


(s—2) (s*+1) 


3 GE த த 
விடை —cos— — —sin — 
4 3: 2 
1 
விடை FE 16 sin ht 
1 t 
விடை -cosh- 
2 2 
= 
விடை -si n3t +1 


விடை 


ஆப 


e?! cos 2t zeit sin 2t 
விடை —sint.u (t — 7) 

2 
விடை — 7 cos wt + 2 


1 1 3 
விடை = ert —=cost — ¿sin £ 
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4. குலங்களின்‌ கொள்கை (Group Theory) 

4.1 நிலைமாற்றங்களின்‌ குலங்கள்‌ (Groups of transformations) 
முன்னுரை ' 

ஒரு பொருளின்‌ சுழற்சி, ஆடியில்‌ பிரதிபலிப்பு, வரிசை மாற்றம்‌ 
(permutation), இடப்பெயர்ச்சி போன்ற நிலைமாற்றங்களின்‌ குலங்கள்‌ 
இயற்பியல்‌ அறிஞர்களின்‌ ஆர்வத்தைத்‌ தூண்டக்கூடியவையாகும்‌. ஒரு 
பொருளின்‌ நிலைமாற்றமானது, அப்பொருளின்‌ தோற்றத்தில்‌ எந்தவித 
மாற்றத்தையும்‌ காட்டவில்லையெனில்‌, அத்தகைய நிலைமாற்றம்‌ சமச்சீர்‌ 
(Symmetry) நிலைமாற்றம்‌ எனப்படும்‌. எடுத்துக்காட்டாக, ஒரு வட்டத்தில்‌, . 
அதன்‌ தளத்திற்குக்‌ குத்தாக, அதன்‌ மையத்தின்‌ வழியாக அமையும்‌, - 
அச்சைப்‌ பற்றிய ஏதேனும்‌ ஒரு சுழற்சியானது வட்டத்தின்‌ சமச்சீர்‌ 
நிலைமாற்றமாகும்‌. இதேபோல்‌ இரட்டை அணு மூலக்கூறில்‌, 
அணுக்களின்‌ இடமாற்றம்‌ சமச்சீர்‌ நிலைமாற்றமாகிறது. 


ஒரு பொருளில்‌ ஏற்படும்‌ இத்தகைய சமச்சீர்‌ நிலைமாற்றங்களைத்‌ 
தொகுத்து அதனை ஒரு குலமாகக்‌ (Group) கருதலாம்‌. 
எடுத்துக்காட்டாக, ஒரு சதுரத்தின்‌ நிலைமாற்றங்களைக்‌ கருதலாம்‌. 
படத்தில்‌ காட்டியபடி ஒரு அட்டையில்‌ வெட்டி எடுக்கப்பட்ட சதுரத்தைக்‌ 
கருதுவோம்‌. சதுரத்தின்‌ மூலைகளை a,b,c,d எனவும்‌ சதுரத்தின்‌. 
ஒரங்களின்‌ மையப்‌ புள்ளிகளை ih எனவும்‌ மையப்புள்ளியை 0 
எனவும்‌ குறிப்போம்‌. இச்சதுரத்தை ஒரு வெள்ளைத்தாளின்‌ மேல்‌ வைத்து 
மேற்கண்ட புள்ளிகளைத்‌ தாளில்‌ முறையே 1,2,3......8 எனக்‌ குறிப்போம்‌. 


L 2 
y e 





இப்போது சதுரத்தை 0வின்‌ வழியாகச்‌ சதுரத்தின்‌ தளத்திற்குக்‌ 
குத்தாக அமையும்‌ அச்சைப்‌ பற்றி 90” சுழற்றினால்‌, குறியீடுகளின்‌ 
மாற்றத்தைத்‌ தவிர சதுரத்தில்‌ எந்தவித மாற்றத்தையும்‌ காண முடியாது, 
சதுரத்தின்‌ இச்சுழற்சியை ஒரு சமச்சீர்‌ நிலைமாற்றம்‌ எனலாம்‌. இதேபோல்‌ 
சதுரத்தின்‌ வேறுசில சமச்சீர்‌ நிலைமாற்றங்களையும்‌ நாம்‌ காண்பதற்கு . 
முன்னால்‌, சதுரத்தின்‌ சுழற்சியைப்‌ பற்றிய சில விளக்கங்களைக்‌ 


காண்போம்‌. 


| சதுரத்தை ஏதாவது ஒரு அச்சைப்‌ பற்றி — கோண அளவு ( ஒரு 
: நேர்‌ முழு எண்‌) சுழற்ற, சதுரம்‌ சமச்சீர்‌ நிலைமாற்றம்‌ அடையுமானால்‌ . 
வல்ல சதுரத்தின்‌ ஈ-மடிப்பு (n-fold) சமச்சீர்‌ அச்சு எனப்படும்‌. 
இத்தகைய சுழற்சி c, சுழற்சி என்றழைக்கப்படும்‌. ௦,இன்‌ முழு எண்‌ 
மடங்குகள்‌ C” அனைத்தும்‌ சமச்சீர்‌ நிலை மாற்றங்களாகும்‌. CH" ஆனது - 
Cn சுழற்சி, k தடவைகள்‌ அடுத்தடுத்து நிகழ்வதைக்‌ குறிக்கும்‌, அல்லது 
| சதுரமானது அச்சைப்‌ பற்றி = கோணம்‌ சுழற்றப்படுவதைக்‌ குறிக்கும்‌. 
சதுரம்‌ மாற்றப்படாமல்‌ ஒரே நிலையில்‌ இருப்பது முற்றொருமை (identify) 
நிலைமாற்றம்‌ என்றும்‌ குறிப்பிடப்படும்‌. இம்மாற்றம்‌ E எனப்படும்‌. 

சதுரம்‌ ஒரு ஆடியில்‌ பிரதிபலிப்படைவதால்‌ ஏற்படும்‌ சமச்சீர்‌ நிலை 
மாற்றங்கள்‌, ஆடியின்‌ அமைப்புக்குத்‌ தக்கவாறு m அல்லது ச என்று கீழ்க்‌ 
குறியீட்டுடன்‌ (subscrip) SMN iui. இத்தகைய, சதுரத்தின்‌ 
அனைத்துச்‌ சமச்சீர்‌ நிலைமாற்றங்களையும்‌ கீழ்க்கண்டவாறு விபரமாக 


| அறிவோம்‌. 
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அட்டவணை 11 சதுரத்தின்‌ சமச்சீர்‌ நிலைமாற்றங்கள்‌ 


குறியீடு செயல்‌ (operation) முடிவுகள்‌ (results) 
(symbol) 
ர 2 
E முற்றொருமை 4 E 
4 3 
தளத்திற்குக்‌ குத்தாக ; : 
a மையப்புள்ளி 0 வழியான d a 
= அச்சைப்‌ பற்றிய 90° கடிகார c. b 
முள்‌ சுற்றும்‌ திசையில்‌ சுழற்சி 4 3 
Gee ene $ 1 2 
ae அதே அச்சைப்‌ பற்றி 180 c dl 
z சுழற்சி ba 
4 3 
er ri 1 2 
E அதே அச்சைப்‌ பற்றி 270 b c 
y சுழற்சி a d 
4 3 
5-7 கோட்டில்‌ தளத்திற்குக்‌ ae 
My குத்தாக அமையும்‌ ஆடியில்‌ 5 TRT 7 
பிரதிபலிப்பு | | 
6 
= 6-8 கோட்டைப்‌ பற்றிய 
z பிரதிபலிப்பு cd 
1 | 
1-3 கோட்டைப்‌ பற்றிய 
மே பிரதிபலிப்பு b c 
3 
2 
2—4 கோட்டைப்‌ பற்றிய 
ve பிரதிபலிப்பு ' b c 


D 
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மேற்கண்ட 8 விதச்‌ சமச்சீர்‌ நிலைமாற்றங்களும்‌ சதுரத்தின்‌ 
அனைத்து நிலைமாற்றங்களையும்‌ உள்ளடக்கியுள்ளன. மேற்கண்ட 
மாற்றங்களில்‌, சதுரத்தின்‌ ஒரங்களுக்கு இணையாக அமையும்‌ x மற்றும்‌ 
y அச்சுகளின்‌ அமைப்பு படம்‌ 4.2இல்‌ காட்டப்பட்டுள்ளது. சதுரம்‌ 
சுழற்றப்படும்‌ திசைக்கு எதிர்த்‌ திசையில்‌ அச்சுத்‌ தொகுதி சுழல்வதாகத்‌ 
தோன்றும்‌. 


ள்‌: பம. 


படம்‌ 4.2 


அட்டவணை 1.1இல்‌ காட்டப்பட்ட அனைத்து நிலைமாற்றங்களும்‌ 


கொண்ட குலம்‌ சதுரத்தின்‌ சமச்சீர்‌ நிலைமாற்றக்‌ குலம்‌ எனப்படும்‌. 
4.2 குலம்‌ (Group) - வரையறை 
எடுத்துக்காட்டுகள்‌ 
(1) முழு எண்‌ கணம்‌ /-(...,-3,-2,-1,0,1,2,3,4 ...)ஐக்‌ கருதுவோம்‌. 
இதன்‌ சில பண்புகளை ஆராய்வோம்‌. ட்‌ 

௮)  இக்கணத்தின்‌ ஏதேனும்‌ இரு எண்களின்‌ கூட்டுத்‌ தொகை இதே 
கணத்தில்‌ அமையும்‌ ஒரு எண்ணாகும்‌. இது அடங்கும்‌ பண்பு (closure 


property) எனப்படும்‌. 
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b) [இல்‌ சுழி ஒரு எண்ணாகும்‌. இதன்‌ தன்மையானது [இல்‌ அமையும்‌ 
m என்ற (mel) எந்த ஒரு எண்ணுடனும்‌ இதன்‌ கூட்டல்‌ m+ 0 2 DE: 
m= m என அமையும்‌. 0 ஆனது கூட்டலைப்‌ பொருத்த முற்றொருமை . 
உறுப்பு (identity) எனப்படும்‌. | | 

c) கணத்தில்‌ அமையும்‌ எந்த ஒரு எண்‌ க்கும்‌ அதே கணத்தில்‌ 
அமையும்‌ n என்ற மற்றொரு எண்‌ உண்டு. அவை n +m =n +m =0 
ஆகும்‌. இதில்‌ n = —m, n ஆனது Me நோமாறு (inverse) எனப்படும்‌. 
d I கணத்தில்‌ அமையும்‌ ஏதேனும்‌ மூன்று எண்கள்‌ n,m, PD 
கருதுவோம்‌. இவை m+(n+p)=(mtn)+tp என அமையும்‌. இது 


சேர்ப்பு (associative) விதி எனப்படும்‌. 


(2) மற்றொரு கணத்தைக்‌ கருதுவோம்‌. U(n) எனப்படும்‌ அனைத்து 1 
அணித்தரச்‌ செங்குத்து அலகு அணிகளின்‌ (Unitary matrices) கணம்‌. 
இதில்‌ n ஒரு நேர்‌ முழு எண்ணாகும்‌. இவற்றின்‌ பண்புகள்‌ (a)U,V 
என்பன இரு n அணித்தர அணிகள்‌. அவற்றின்‌ பெருக்கல்‌ பலன்‌ UV 
என்பது அதே கணத்தில்‌ அடங்கும்‌ ௩ அணித்தர அணியாகும்‌. (b) 
இக்கணத்தில்‌, E என்பது அலகு அணி (Unit matrix) என்க. இதன்‌ பண்பு 
EU = UE = U ஆகும்‌. (U € U(n)) (c)U என்ற ஒரு உறுப்புக்கு / என்ற 
உறுப்பு UV = VU = E என அமைகின்றது. (d) U, V, W என்பன ஏதேனும்‌ 
மூன்று உறுப்புகள்‌ எனில்‌ (/ (VW) = (UV)W | 


மேற்கண்ட இரு எடுத்துக்காட்டுகளிலும்‌ காணும்‌ பண்புகள்‌ ஒரு 
குலத்தைத்‌ தீர்மானிக்கின்றன. மேலும்‌ ஒரு குலம்‌ G=(€,A.B,C ...3 
எனப்படுவது வெவ்வேறு (distinct) “உறுப்புகளின்‌ கணமாகும்‌. 
உறுப்புகளுக்கிடையே கூட்டல்‌, பெருக்கல்‌, அணிப்பெருக்கல்‌ போன்ற 
ஏதேனும்‌ ஒரு இணைப்பு விதி வரையறுக்கப்படுகிறது. பொதுவாக ஒரு 
குலம்‌ எனப்படுவது கீழ்க்கண்ட நான்கு பண்புகளைப்‌ பெற்றிருக்க 
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வேண்டும்‌. அவை குலத்தை வரையறுக்கும்‌ வெளிப்படை உண்மைகள்‌ 
(Axioms) ஆகும்‌. | 

a) வரையறுக்கப்பட்ட இணைப்பு விதியின்‌ படி, குலம்‌ இல்‌ அடங்கிய 
A,B என்ற ஏதேனும்‌ இரு உறுப்புகளின்‌ இணைப்பு அதே குலத்தைச்‌ | 
சோந்த வேறொரு உறுப்பாக அமைய வேண்டும்‌. இதை A,B E 6 எனில்‌ 
ABEG எனலாம்‌. புள்ளியானது இணைப்பு விதியைக்‌ குறிக்கிறது. 
இதனை ABEGVABEG எனவும்‌ எழுதலாம்‌. இப்பண்பினை 
அடங்கும்‌ பண்பு (Closure property) எனலாம்‌. . 

b) ஒவ்வொரு குலத்திலும்‌ முற்றொருமை உறுப்பு எண்‌ கணிதத்தில்‌ 
1க்கு இணையானது) E E G அமையும்‌. இது அனைத்து உறுப்புகள்‌ AEG 
க்கும்‌ E.A = A.E = A என அமையும்‌. 

௦) ஒவ்வொரு உறுப்பு 4 € 6க்கும்‌ மற்றல்லாத ஒரே ஒரு உறுப்பு BEG 
AB=B.A=E என அமையும்‌. இதில்‌ B ஆனது ASS ண்‌... 
(Inverse) எனவும்‌ நீக்கு A நோமாறு எனவும்‌ வழங்கப்படும்‌. 

d) சேர்ப்பு விதியின்‌ படி A,B,C € க்கு A.(B.C) = (A.B).C ஆகும்‌. 
அதாவது A.(B.C) = (4.B).C Y A,B,CEG. 4.8 என்பதைப்‌ புள்ளி 


இல்லாமல்‌ AB எனவும்‌ எழுதுவர்‌. 
4.3 குலங்களின்‌ எடுத்துக்காட்டுகள்‌ 


1. இரண்டாம்‌ வரிசை (Order of two) குலம்‌, மெய்‌ எண்கள்‌ 41, -1 
ஆகியவற்றின்‌ குலமாகும்‌. இதில்‌ இணைப்பு விதி பெருக்கலாகும்‌. 

2. பெருக்கல்‌ விதிக்கு உட்பட்ட நான்காம்‌ வரிசை குலம்‌ £1, i, 1, —i) 
3. புன்ட விதிக்கு உட்பட்ட தனித்தனி முடிவிலி குல்ம்‌ அனைத்து 
மெய்‌ முழு எண்களும்‌ கொண்டதாகும்‌. இதில்‌ முற்றொருமை உறுப்பு, 
சுழியாகும்‌. 
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4 கூட்டல்‌ விதிக்கு உட்பட்ட தெர்டர்ச்சி முடிவிலிகுலம்‌, அனைத்து 
மெய்‌ எண்களின்‌ குலமாகும்‌. முற்றொருமை எண்‌ 0. இதில்‌ எண்‌ ம்‌இன்‌ 
நேர்மாறு —b ஆகும்‌. N 
5. சுழியைத்‌ தவிர்த்த அனைத்து நேர்‌ மெய்‌ எண்களின்‌ குலம்‌ 
பெருக்கல்‌ விதிக்கு உட்பட்டது. முற்றொருமை உறுப்பு 1. x என்ற 

எண்ணின்‌ நேர்மாறு - ஆகும்‌. 
6. முதல்‌ வரிசை குலம்‌ எண்‌ ஒன்று டு மட்டும்‌ 
அடங்கியதாகும்‌.பெருக்கல்‌ பலனுக்கு உட்பட்டது. 
7.  பெருக்கலுக்கு உட்பட்ட > | > மற்றும்‌ Es 2 கொண்ட குலம்‌ 
இரண்டாம்‌ வரிசைக்‌ குலமாகும்‌. 
8.  பெருக்கலுக்கு உட்பட்ட, அனைத்து n அணித்தரப்‌ பூச்சியமில்‌ 
கோவை (Non-singular) சதுரஅணிகளும்‌ கொண்ட குலம்‌. 
9.  கூட்டலுக்கு உட்பட்ட அனைத்து MXN அணித்தர அணிகளும்‌ 
ஒரு குலமாகும்‌. இதில்‌ -முற்றொருமை உறுப்பு m x n அணித்தர முற்றும்‌ 
பூச்சிய அணியாகும்‌ (null matrix). உறுப்பு 4இன்‌ நேர்மாறு (- A). 

ஒரு குலத்திலுள்ள உறுப்புகள்‌ எப்போதும்‌ பரிவர்த்தனைக்கு 
உட்பட்டதாக (Commutative) இருக்க வேண்டிய | அவசியமில்லை. 
அதாவது AB + BA அவ்வாறல்லாமல்‌ பரிவர்த்திப்பவையாக AB = BA 
- என இருக்குமானால்‌ தி்‌ ஏபெலின்‌ குலம்‌ (Abelian group) 
எனப்படும்‌. | 
4.4 பெருக்கல்‌ அட்டவணை 

Cav எனப்படும்‌ சதுரத்தின்‌ சமச்சீர்‌ நிலைமாற்றக்‌ குலத்திற்கு, 
C4My = Ou, Ou C3 = My,  OuOy = ca என்பது போன்ற அடுத்தடுத்து 


நிகழும்‌ இரு செயல்கள்‌ வேறொரு செயலுக்குச்‌ சமமாகும்‌ என்பதை ஒரு 


265 


அட்டவணையில்‌ காட்டலாம்‌. இது குலப்பெருக்கல்‌அட்டவணை 
(Group multiplication table) எனப்படும்‌. 


அட்டவணை - குலம்‌ (டக்கு 


முதலாவது செயல்‌ 
இரண்டாவது 
செயல்‌ | E c c? c3 m ர கு 
ணி 2 3 
E | E C4 C4 C4 m, my Ou Oy 
3 Bees 2 2 m, 
(4 | C4 E Ca C4 On On m, 
2 2 3 
Ca | C4 ci E C4 m, m, O, Ou 
| | 
(4 C4 Cz cà E Ou Op my, m, 
m m ர m ர cZ c3 c 
x x 37 y u 4 4 4 
m, A A: A E Ca. 04 
y | 
ர od m ர m c c? E ci 
u | u x ளை: y 4 4 4 
Gy ரத அ AN பாதத்‌ c? E 


ஒரு தொடர்‌ செயல்‌ 48Cஇல்‌ முதலாவது செயல்‌ 6, அடுத்தது B, 
மூன்றாவது A அதாவது செயல்கள்‌ ஒவ்வொன்றாக வலமிருந்து இடம்‌ 


_ நோக்கிச்‌ செயல்பட வேண்டும்‌. 


பெருக்கல்‌ அட்டவணையிலிருந்து அடுத்தடுத்து நடக்கும்‌ இரு 
செயல்களின்‌ பலனைக்‌ கண்டறிய அட்டவணையின்‌ நிரலில்‌ (Column) 
இருந்து முதலாவது செயலையும்‌ வரிசை (Row) யிலிருந்து இரண்டாவது 
செயலையும்‌ இணைத்துக்‌ கண்டறிய வேண்டும்‌. எடுத்துக்காட்டாக (4774 
என்ற செயலின்‌ பயனைக்‌ காண, man நிரலையும்‌ ௦டஇன்‌ 


வரிசையையும்‌ இணைக்கும்‌ பொதுவான செயல்‌ Oy எனக்‌ கண்டறிய 


வேண்டும்‌. 
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அட்டவணையில்‌ முதலாவது வரிசையையும்‌, முதலாவது நிரலையும்‌ 
குலத்தின்‌ உறுப்புகளைக்‌ கொண்டு எந்தக்‌ கிரமத்தில்‌ வேண்டுமானாலும்‌ 
அமைக்கலாம்‌. ஆனால்‌ வசதிக்காக வரிசையில்‌ அமையும்‌ ஒரு செயல்‌ 
அதற்கு இணையான நிரலில்‌ அமையும்‌ செயலுக்கு நேர்மாறாக 
இருக்குமாறு அமைத்தால்‌ அட்டவணையின்‌ முதன்மை மூலைவிட்ட 
(prinicipal diagonal)த்தில்‌ முற்றொருமை உறுப்பு (identify element) 


வரிசையாக அமையும்‌. 


அட்டவணை 1.1இல்‌ காட்டப்பட்ட, சதுரத்தின்‌ சமச்சீர்‌ நிலை மாற்றங்கள்‌ 
ஒரு குலத்தினை உருவாக்குமா என்பதை எடுத்துக்காட்டுகளுடன்‌ 


ஆராயலாம்‌. 


— 


இக்குறியீடு, சதுரத்தில்‌ c, செயலுக்குப்‌ பிறகு சூ செயல்படுகிறது 
என்பதைக்‌ குறிக்கும்‌. \ | 


கொடுக்கின்றன. எனவே டே = m, இது உறுப்புகளின்‌ அடங்கும்‌ 


பண்பைக்‌ குறிக்கும்‌. 


> a bl_ 5 aj [P ௨ 
Ai தி 
a” bp a b இக்க > a 
யி ளின்‌ 
EDI NDS மு 
மாண்ட 


Em, -ஈடி2- ஈட எனத்‌ தெரிகிறது. இதில்‌ E முற்றொருமை 


உறுப்பாகும்‌. 
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er இம்மூன்று செயல்களும்‌ ஒரே முடிவைக்‌. 


கொடுக்கின்றன. எனவே 020, = CC? = E இதில்‌ C2க்கு Cemio, e 
(க்கு 62 நேர்மாறாகும்‌. 

d) சேர்ப்பு விதி 

Ca4(M¿0,) = (cM) ௦, எனக்காட்டுவோம்‌. 
பெருக்கல்‌ அட்டவணையிலிருந்து Mm, = cz 


எனவே Cc¿(my0,,) = 6463 


QB Dp Ee aD 


இப்போது cum, = O, பெருக்கல்‌ அட்டவணைப்படி. | 


எனவே (C¿M¿)O,, = 0,0, 


(D மற்றும்‌ (2) இல்‌ இருந்து சேர்ப்புவிதி நிரூபிக்கப்படுகிறது. 
எனவே ஒரு சதுரத்தின்‌ சமச்சீர்‌ நிலைமாற்றங்கள்‌ ஒரு குலமாக 
அமைகின்றன. 
4.5 குலங்களின்‌ வகைகள்‌ 

ஒரு குலத்திலுள்ள உறுப்புகளின்‌ எண்ணிக்கை, குலத்தின்‌ வரிசை | 
(Order of the group) எனப்படும்‌. குறிப்பிட்ட எண்ணிக்கையில்‌. 
உறுப்புகளைக்‌ கொண்ட குலம்‌, முடிவுறு குலம்‌ (finite group) எனப்படும்‌. 
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முடிவிலா எண்ணிக்கையில்‌ உறுப்புகளைக்‌ கொண்ட குலம்‌ முடிவிலி 
குலம்‌ (infinite group) எனப்படும்‌. முடிவிலி குலம்‌ மேலும்‌ இரு 
வகைகளாகப்‌ பிரிக்கப்படும்‌. எண்ண முடியாத அளவு தனித்தனி 
உறுப்புகளைக்‌ கொண்ட குலம்‌, தனித்தனி குலம்‌ (Discrete group) 
எனப்படும்‌. உறுப்புகள்‌ பிரித்தறிய முடியாத அளவு முடிவிலியானால்‌ அது 


தொடர்ச்சி குலம்‌ (continuous group) எனப்படும்‌. 
4.6 வரிசை மாற்றி அமைத்தல்‌ தேற்றம்‌ (The Rearrangement theorem) 


பெருக்கல்‌ அட்டவணைப்படி ஒவ்வொரு நிரலிலும்‌ (அல்லது 
வரிசையிலும்‌) குலத்தின்‌ உறுப்புகள்‌ ஒவ்வொன்றும்‌ ஒரு முறை மட்டுமே 
காணப்படும்‌. இதேபோல்‌ ஒவ்வொரு வரிசை (அல்லது நிரலில்‌) 
யிலும்‌உறுப்புகளின்‌ அமைப்பானது மற்றொரு வரிசை (அல்லது 
நிரலில்‌) யிலிருந்து மாறுபட்டிருக்கும்‌. இதுவே வரிசை மாற்றி அமைத்தல்‌ 
தேற்றம்‌ எனப்படும்‌. 

முதலில்‌ ஒவ்வொரு வரிசை (அல்லது நிரலில்‌யிலும்‌ ஒவ்வொரு 
உறுப்பும்‌ ஒரு முறை மட்டுமே அமையும்‌ எனக்‌ காட்டுவோம்‌. 


உறுப்பு 4இன்‌ நிரலில்‌ D என்ற உறுப்பு இருமுறை அமைவதாகக்‌ 
கற்பனையாகக்‌ கொள்வோம்‌. அப்படியானால்‌ முதல்‌ நிரலில்‌ அமையும்‌ 8 
மற்றும்‌ என்ற இருவேறு உறுப்புகளுக்கு BA = D மற்றும்‌ CA = D என. 
இருக்கும்‌. இவற்றை வலப்புறம்‌ 4" *ஆல்‌ பெருக்க, 
BAA = DA! அதாவது B = DA * 


CAA = DA! அதாவது C = DAT? [ AAW? = I] 


இதிலிருந்து 8 = C எனத்‌ தெரிகிறது. ஆனால்‌ ஒரே உறுப்பு முதல்‌ நிரலில்‌ 
இருமுறை அமையாது. எனவே 4இன்‌ நிரலில்‌ 2 என்ற உறுப்பு இருமுறை 
அமைய முடியாது. 
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இதே விவாதத்தைக்‌ கொண்டு ஒரே உறுப்பு ஒரு வரிசையில்‌ 
இருமுறை அமைய முடியாது எனவும்‌ நிரூபிக்கலாம்‌. 


எனவே ஒரு வரிசையிலோ அல்லது ' நிரலிலோ ஒரே உறுப்பு 
இருமுறையோ அல்லது அதற்குமேலோ அமையாது என்பதாலும்‌, 
ஒவ்வொரு வரிசை அல்லது நிரலை நிரப்பும்‌ இடங்கள்‌ குலத்தின்‌ 
உறுப்புகளின்‌ எண்ணிக்கைக்குச்‌ சமமாக இருப்பதாலும்‌, ஒவ்வொரு 


வரிசை (அல்லது நிரலில்‌)யிலும்‌ உறுப்புகளின்‌ அமைப்பு மாறுபட்டி ருக்கும்‌. 
4.7 முடிவுறு குலத்தின்‌ பிறப்பிப்பான்கள்‌ (Generators of a finite group) 


தமக்குள்‌ சில தொடர்புகளைக்‌ கொண்ட சில உறுப்புகளைக்‌ : 


கொண்டு ஒரு குலத்தின்‌ அனைத்து உறுப்புகளையும்‌ உருவாக்கலாம்‌. . 


மிகச்சில உறுப்புகளின்‌ கணத்திலிருந்து அவற்றின்‌ அடுக்கு 
(power) மற்றும்‌ பெருக்கல்‌ பலன்‌ (product) ஆகியவற்றைக்‌ கொண்டு 
ஒரு குலத்தை உருவாக்குவதாகக்‌ கருதுவோம்‌. அத்தகைய கணமானது 
குலத்தின்‌ பிறப்பிப்பான்‌ எனப்படும்‌. 


எடுத்துக்காட்டு —1 


| A என்ற ஒற்றை உறுப்பைக்‌ கொண்டு A” = E என்ற தொடர்பைப்‌ 
பயன்படுத்தி ஒரு குலத்தை உருவாக்குவோம்‌. n என்பது மிகச்சிறிய 
நோமுமு எண்ணாகும்‌. 


A என்பது குலத்தின்‌ ஒரு உறுப்பு. இதன்‌ முழு எண்‌ அடுக்குகள்‌ 
அனைத்தும்‌ இக்குலத்தின்‌ உறுப்புகளாகும்‌. பிறப்பிக்கப்படும்‌ உறுப்புகள்‌ - 
4?, 4°, ... இத்தொடர்‌ A” = E இல்‌ முடியும்‌. இதற்கு மேலமையும்‌ அடுக்குகள்‌ 
புதிய உறுப்புகளை உருவாக்குவதில்லை. ஏனெனில்‌ Art = A A* = EA" = 
A*,k < n. எனவே உருவாக்கப்பட்ட குலம்‌ (A, A2, A3, சிப A" = Ey இது 1 


வரிசை (n* order) குலமாகும்‌. 
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எடுத்துக்காட்டு -2 
A மற்றும்‌ B என்ற இரண்டு உறுப்புகளையும்‌, 
A? = B? = (ABX =E 50 
என்ற தொடர்பையும்‌ பயன்படுத்தி ஒரு குலத்தை உருவாக்கலாம்‌. 
42-424- 4-4 
இட்டு Phas 


இவ்வாறே A மற்றும்‌ இன்‌ உயர்‌ அடுக்குகள்‌ புதிய உறுப்புகளை 
உருவாக்குவதில்லை. இக்குலத்தில்‌ 2, 4, 8, B? உறுப்புகளாகும்‌. மேலும்‌ 
A,B, 92இன்‌ “பெருக்கல்‌ பலன்களும்‌ இக்குலத்தின்‌ உறுப்புகளாகும்‌. 
AB#BA எனில்‌ AB மற்றும்‌ BA புதிய உறுப்புகளாகும்‌. AB # BA 
என்பதை நிரூபிக்க (AB)? = Ems கருதுவோம்‌. ...... (1) இன்‌ படி 
E = (AB)? = AB. AB = A(BA)B 

AB = BA எனக்‌ கொண்டால்‌, E = A(BA)B = A(AB)B = A?B* =B? 
(- A? =E) ஆனால்‌ 882, எனவே AB=BA என்ற கற்பனை 
தவறானது. AB + BA ஆகும்‌. es 

எனவே பிறப்பிக்கப்பட்ட குலம்‌ {E,A,B,B?,AB,BA} ஆகும்‌. 
இக்குலம்‌ பெருக்கல்‌ விதிக்கு உட்பட்டது. இக்குலமானது குலத்தை 
வரையறுக்கும்‌ வெளிப்படை உண்மை (424௦116)களுக்குக்‌ கட்டுப்பட்டது 
என்று காட்டுவோம்‌. 
i) (AB)B ஐக்‌ கருதுவோம்‌. > (2) 
() இல்‌ இருந்து (AB)? = E 


(AB)(AB) = E 
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AB = (AB)! = B14 > (3) 
(1) இல்‌ இருந்து A? = E எனவே A = A? > (4) 
மேலும்‌ B? = E எனவே B? = BT! > (5) 
(4) மற்றும்‌ (5)ஐ (3) இல்‌ பிரதியிட, AB = B*A 
(2) இல்‌ பிரதியிட, 
(AB)B = (B*AJB = BE(AB) புத்த = BBA = BA 
(இர) 
BA குலத்தின்‌ உறுப்பாகும்‌. இது அடங்கும்‌ பண்பைக்‌ குறிக்கிறது. 
ii) நேர்மாறு காண B? ஐக்‌ oa 
நட ட்ட டல்‌ £“க்கு நேர்மாறு B ஆகும்‌. 
iii) E ஒரு முற்றொருமை உறுப்பு 
iv) சேர்ப்பு விதியை நிரூபிக்க A, AB ab B? ஐக்‌ கருதுவோம்‌. 
அ) > A(AB) = AA- ASE CRE) 
(AAB)B = (AB)B =BB' =B =E (C£ =E) 
எனவே A(AB B?) = (AAB)B? 


எனவே பிறப்பிக்கப்பட்ட குலம்‌ {E,A,B,B?,AB,BA} ஆகும்‌. ஒரே 
குலத்தை வெவ்வேறு பிறப்பிப்பான்களைக்‌ கொண்டும்‌ உருவாக்கமுடியும்‌. 
எடுத்துக்காட்டாக மேற்கண்ட: குலத்தை (A, B), (4,87), (A, AB), (B, AB) 


போன்ற பிறப்பிப்பான்களைக்‌ கொண்டும்‌ உருவாக்க முடியும்‌. 
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4.8 இணையிய உறுப்புகள்‌ மற்றும்‌ இனங்கள்‌ (Conjugate elements and 


classes) 


ஒரு குலத்தின்‌ உறுப்புகள்‌ A,B,C என்போம்‌. 
அவற்றிற்கிடையேயான ஒரு தொடர்பு ABA =C என்க. B க்கும்‌ 6 
க்கும்‌ இடையே இத்தகைய தொடர்பு இருக்குமானால்‌ B யும்‌ C யும்‌ 
ஒன்றுக்கொன்று இணையிய உறுப்புகள்‌ (Conjugate elements) எனப்படும்‌. 
மேற்கண்ட தொடர்பு வடிவொப்புமை நிலைமாற்றம்‌ (Similarity 


Transformation) எனப்படும்‌. 
மேற்கண்ட தொடர்பு 4-8 = யிலிருந்து வல மற்றும்‌ 
இடப்புறங்களில்‌ A * மற்றும்‌ A ஆல்‌ பெருக்க, 
A(A BAHA = ACA 
AA BAA, = ACA 
Bp SAGA (: AA SE) 


வடிவொப்புமை நிலைமாற்றத்தைச்‌ சதுரத்தின்‌ Cay குலத்திற்குப்‌ 


பயன்படுத்துவோம்‌. 


My உறுப்பை Cy ஐக்‌ கொண்டு வடிவொப்புமை நிலைமாற்றம்‌ செய்யலாம்‌. 
பெருக்கல்‌ அட்டவணைப்படி Cy ம்‌ (2ம்‌ ஒன்றுக்கொன்று நேர்மாறானவை. 
எனவே பாடிட = சோடிடே எனலாம்‌. அட்டவணையிலிருந்து 
M,C, = 0, ஆகும்‌. எனவே Cimla = C¿0y = My 
(அட்டவணையிலிருந்து) எனவே My மற்றும்‌ My இணையிய 


உறுப்புகளாகும்‌. 
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இதேபோல்‌, B என்ற உறுப்பு C க்கு இணையிய உறுப்பு என்க. B 
- ஆனது D க்கும்‌ இணையிய உறுப்பு எனில்‌, (யும்‌ யும்‌ இணையிய 
உறுப்புகளாகும்‌. மேலும்‌ B,C,D ஆகியன ஒன்றுக்கொன்று இணையிய 


உறுப்புகளா கும்‌. 


Cay குலத்தில்‌ ஏதாவது மூன்று உறுப்புகளைக்‌ கொண்டும்‌' இதனை 
நிரூபிக்க முடியும்‌. 


எனவே ஒரு குலத்தை, இணையிய உறுப்புகளின்‌ கணங்களாகப்‌ 
பிரிக்கலாம்‌. ஒரே. கணத்தின்‌ உறுப்புகள்‌ ஒன்றுக்கொன்று இணையிய 
உறுப்புகளாக இருக்கும்‌. அதே நேரத்தில்‌ ஒரு கணத்தின்‌ உறுப்பும்‌ 
மற்றொரு கணத்தின்‌ உறுப்பும்‌ ஒன்றுக்கொன்று இணையிய உறுப்புகளாக 
அமைவதில்லை. அத்தகைய கணங்கள்‌ இணையிய இனங்கள்‌ அல்லது 
ஒரு குலத்தின்‌ இனங்கள்‌ (classes) எனப்படும்‌. ஒவ்வொரு குலத்திலும்‌ 
முற்றொருமை உறுப்பு (E) ஒரு தனியான இனத்தைச்‌ சேர்ந்ததாகும்‌. 
ஏனெனில்‌ எந்த ஒரு உறுப்பையும்‌ ac ATIEA=E என 
A 


யே குலத்தின்‌ இணையிய உறுப்புகளின்‌ இனங்களைக்‌ 


கீழ்க்கண்டவாறு வகைப்படுத்தலாம்‌. அவையாவன, 
(E), (Es; Gey, (CZ), (m, J my), (Ox, Oy) 


மேலும்‌ ஒரு பொருளின்‌ சுழற்சி (rotation) நேர்மாறு (inversion) | 
போன்ற நிலைமாற்றங்களின்‌ குலத்தில்‌ இணையிய இனங்களைப்பெரிய 
கணக்கீடுகள்‌ இல்லாமல்‌ சில விதிமுறைகளைக்‌ கொண்டு கண்டறிய 


முடியும்‌. அவையாவன, 
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Do ஒரு பொருளின்‌ வெவ்வேறு கோண சுழற்சிகள்‌ வெவ்வேறு 
இனங்களைச்‌ சார்ந்ததாகும்‌. எடுத்துக்காட்டாக. Cay குலத்தின்‌ Cy மற்றும்‌ 
C2 வெவ்வேறு இனங்களில்‌ அடங்கும்‌. | 

ii) ஒரு அச்சைப்‌ பற்றி ஒரு குறிப்பிட்ட கோணத்தில்‌ வலஞ்சுழி மற்றும்‌ 
இடஞ்சுழி சுழற்சிகள்‌ ஒரே இனத்தைச்‌ சேரும்‌. இதில்‌, அச்சின்‌ திசையை 
எதிர்ப்புறத்தில்‌ திருப்பும்‌ ஒரு நிலைமாற்றம்‌ குலத்தின்‌ உறுப்பாக அமைய 
வேண்டும்‌. Cy, குலத்தில்‌அத்தகைய உறுப்புகள்‌ m, அல்லது Dy 
அமைவதால்‌ C, மற்றும்‌ £2 ஒரே இனத்தில்‌ அமைகின்றன. (படம்‌ 4.2ல்‌ 
காண்க) | 

ii) இரண்டு வெவ்வேறு அச்சுகளைக்‌ குலத்திலுள்ள ஒரு உறுப்பைக்‌ 
.. கொண்டு ஒன்றின்‌ மேல்‌ ஒன்று பொருந்துமாறு செய்ய முடியுமானால்‌ 
அவ்வச்சுகளைப்‌ பற்றிய சமகோணச்‌ சுழற்சிகள்‌ ஒரே இனத்தைச்‌ சேரும்‌. 
இதேபோல்‌ இரண்டு வெவ்வேறு தளங்களின்‌ பிரதிபலிப்புகள்‌ ஒரே 
இனத்தைச்‌ சேருவதற்கான நிபந்தனையானது இரண்டு தளங்களையும்‌ 
ஏதாவது ஒரு உறுப்பைக்‌ கொண்டு ஒன்றின்‌ மேல்‌ ஒன்று பொருந்தச்‌ 
செய்ய வேண்டும்‌. 'எடுத்துக்காட்டாகப்‌ படம்‌ 4.1இல்‌ (செயலால்‌ 5-7 . 
கோட்டை 6-8 கோட்டின்‌ மேல்‌ பொருந்தச்‌ செய்யலாம்‌. எனவே My2- 
ஈடிஉம்‌. ஒரே இனத்தைச்‌ சேரும்‌. ஆனால்‌ Cay குலத்தின்‌ எந்த ஒரு 
உறுப்பின்‌ செயலாலும்‌ 1-3 கோட்டை 5-7 கோட்டின்‌ மீது பொருந்தச்‌ - 


செய்ய முடியாது. எனவே சடவும்‌ m,2 0 ஒரே இனத்தில்‌ அமையவில்லை. 
4.9 இனங்களின்‌ பெருக்கல்‌ 


இப்போது குலத்தின்‌ இரு இனங்களைப்‌ பெருக்கும்‌ முறையை 
விவரிப்போம்‌. ஒரு குலத்தின்‌ Ci (4142 Am) மற்றும்‌ மூ 
(B1, Bz ... By) என்ற இரு இனங்களைக்‌ கருதுவோம்‌. முறையே m மற்றும்‌ 


௩ உறுப்புகளைக்‌ கொண்ட இவ்வினங்களின்‌ பெருக்கல்‌ பலனானது, - 
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(ஐச்‌ சேர்ந்த ஒவ்வொரு உறுப்பையும்‌ கொண்டு (,இன்‌ ஒவ்வொரு. 
உறுப்பையும்‌ பெருக்கி அவற்றை ஒரு கணமாகக்‌ in. 
இவ்வாறு 


GG (4, 42, ase ces A,B, san. nio கப 


Ad. என்ற உறுப்பு CC; கணத்தைச்‌ சேர்ந்தது எனில்‌ 4,8;இன்‌ 
இணையிய உறுப்பும்‌ - அதே கணத்தைச்‌ சோர்ந்ததாகும்‌. இதைக்‌ 
கண்டறிய, 

ABk என்ற உறுப்பை, குலம்‌ ஐச்‌ சார்ந்த X என்ற ஏதோவொரு 
உறுப்பைக்‌ கொண்டு, வடிவொப்புமை நிலைமாற்றம்‌ செய்வோம்‌. 

XK அமி = ‘ANIC Bix) = A,B, என்போம்‌. . 
வரையறையின்‌ படி A, ஆனது Ci யையும்‌, 8; ஆனது யையும்‌ 
சேர்ந்தவை. எனவே A, 8. ஆனது (;; ஐச்‌ சேர்ந்ததாகும்‌. 

4.10 துணைக்குலங்கள்‌ (Sub groups) 

ஒரு குலம்‌ இன்‌, சில உறுப்புகளை உள்ளடக்கியும்‌ அதன்‌ 
இணைப்பு விதி (Binary operation) க்குக்‌ கட்டுப்பட்டும்‌ அமையும்‌ கணம்‌ 
H , இன்‌ துணைக்குலம்‌ எனப்படும்‌. எடுத்துக்காட்டு H = (E, Cy, Ch Ci) 


என்ற குலம்‌ Ca, இன்‌ துணைக்குலமாகும்‌. 


ஒரு துணைக்குலம்‌, குலத்தை வரையறுக்கும்‌ வெளி 8 


உண்மைகளுக்குக்‌ (axioms) கட்டுப்பட்டது. 


ஒரு குலத்தின்‌ முற்றொருமை உறுப்பை (E) மட்டுமே கொண்ட 
கணம்‌ அல்லது முதன்மை குலத்தின்‌ அனைத்து உறுப்புகளையும்‌ 


கொண்ட கணம்‌ ஆகியனவும்‌ துணைக்‌ குலங்களாகக்‌ கருதப்படும்‌. 
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ஆனால்‌ அவை முறையற்ற துணைக்‌ குலங்கள்‌ (Trivial பட்ட 
எனப்படும்‌. 


இன்‌ வரிசைக்குக்‌ குறைவான வரிசை கொண்ட அதன்‌ துணைக்‌ 


குலங்கள்‌ முறையான துணைக்‌ குலங்கள்‌ (proper subgroups) எனப்படும்‌. 
4.11 வட்டக்‌ குலங்கள்‌ (Cyclic Groups) 


ஒரு உறுப்பு 4இன்‌ அடுக்குகளைக்‌ Garnet ஒரு குலத்தை 
உருவாக்கலாம்‌. இது (E,A,A?,A?,...) என்ற முடிவிலி குலமாகும்‌. 
இதனை A” = E என்ற நிபந்தனையைக்‌ கொண்டு ஒரு முடிவுறு (finite) 
குலமாக மாற்றலாம்‌. இதில்‌ ஒரு நேர்‌ முழு எண்ணாகும்‌. இக்குலம்‌ 
(E, A, A?, ... A” *) ஆகும்‌. மேலும்‌ | 


A"™+1 = AA" = AE =A 
An+2 = A24" = AÈ = A? இவ்வாறே 4இன்‌ உயர்‌ அடுக்குகள்‌ 
புதிய உறுப்புகளை உருவாக்குவதில்லை. இவ்வாறு ஒற்றை உறுப்பைக்‌ - 
கொண்டு உருவாக்கப்படும்‌ குலம்‌ வட்டக்குலம்‌ எனப்படும்‌. 
அனைத்து வட்டக்‌ குலங்களும்‌ ஏபெலின்‌ குலங்களாகும்‌. ஆனால்‌ 


அனைத்து ஏபெலின்‌ குலங்களும்‌ வட்டக்‌ குலங்களாகாது. 
4.12 கூற்றுக்‌ கணங்கள்‌ (cosets) 


g வரிசை கொண்ட G என்ற குலத்தைக்‌ கருதுவோம்‌. இதன்‌ 
துணைக்குலம்‌ h வரிசை கொண்ட குலம்‌ A என்போம்‌. H = (Hy = 
E, H2, H; ... Hh) இப்போது குலம்‌ இன்‌ உறுப்பு. ஐக்‌ கொண்டு H ஐ 
இடப்புறமிருந்து பெருக்கி XH = (XE,XHz,XH3..--XHp) என்ற 
. கணத்தை உருவாக்குவோம்‌. இது Xù பொருத்த, H இன்‌ a 


கணம்‌ vent coset) எனப்படும்‌. 
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இப்போது இரண்டு விதமான வாதங்களை முன்வைக்கிறோம்‌. 
முதலாவது, X ஆனது H Br உறுப்பு என்க. XE, XH, X Hz ... போன்ற 
அனைத்து உறுப்புகளும்‌, அடங்கும்‌ பண்பின்‌ படி H இன்‌ உறுப்புகளாகும்‌. 
எனவே H மற்றும்‌ XH இன்‌ கணங்கள்‌ சர்வசமமாகும்‌. ஆனால்‌ 


உறுப்புகளின்‌ வரிசைமாறி இருக்கலாம்‌. 


இரண்டாவதாக X ஆனது H இன்‌ உறுப்பல்ல, ஆனால்‌ இன்‌ 
உறுப்பு என்போம்‌. XH; (1 <i < hjem உறுப்பு மேற்கண்ட முதலாவது 
வாதத்தின்படி H கணத்தைச்‌ சேர்ந்தது. Hi" ஆனது H; இன்‌ நேர்மாறு 
(inverse) இதுவும்‌ H கணத்தைச்‌ சேர்ந்தது. இப்போது (XH)H; = 
XH;H; : = X. எனவே H ஒரு குலமெனில்‌, அடங்கும்‌ பண்பின்‌ படி X210 
Hos சேர்ந்ததாகும்‌. ஆனால்‌ இது, X ஆனது Hos சேர்ந்ததல்ல என்ற 
நமது வாதத்திற்கு எதிரானது. எனவே கணங்கள்‌ How XH20 


வெவ்வேறு உறுப்புகளைக்‌ கொண்டவையென நிரூபிக்கப்படுகின்றன. 
இதேபோல்‌ Xஜப்‌ பொருத்த யிலுள்ள, //இன்‌ வலக்கூற்றுக்கணம்‌ 
(right coset), _ 
HX = (EX, H>X,H3X,...H,X) 
வலக்கூற்றுக்‌ கணம்‌ மற்றும்‌ இடக்கூற்றுக்‌ கணம்‌ ஆகியவற்றின்‌ 
அனைத்து உறுப்புகளும்‌ முதன்மை குலம்‌ G இன்‌ உறுப்புகளாகும்‌. 
4.13 துணைக்குலங்கள்‌ பற்றிய ஒரு தேற்றம்‌ 


தேற்றம்‌ ர வரிசைக்குலம்‌ இன்‌, துணைக்குலம்‌ h வரிசை கொண்ட 
குலம்‌ H, எனில்‌ ஏ ஆனது h இன்‌ முழு எண்‌ மடங்காகும்‌. (integral 
multiple) 
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நிரூபணம்‌ 


இன்‌ துணைக்குலம்‌ H = (E, H2, H3, ... Hp) என்போம்‌. Hoe 
சேராத, இன்‌ உறுப்பு ஐக்‌ கொண்டு, இடக்கூற்றுக்‌ கணம்‌ XHW 
உருவாக்குவோம்‌. இதன்‌ உறுப்புகள்‌ XH; (1 Si Sh) ans Hui | 
சேராதவை என நிரூபிக்கப்பட்டுள்ளன. இப்போது, 

HU(XH) = (E, Hy, Ha, ... Hp, XE, X Ho, X Hg ...XHp) 
இந்த 2h உறுப்புகள்‌ இன்‌ உறுப்புகளாகும்‌. 2h < ஏ எனில்‌ யிலிருந்து Y 
என்ற உறுப்பைத்‌ தேர்ந்தெடுத்து YH என்ற மற்றொரு இடக்கூற்றுக்‌ 
கணத்தை உருவாக்குவோம்‌. YH,(1<i< h) அனைத்தும்‌ //இல்‌ 
இல்லாத (இன்‌ உறுப்புகளாகும்‌. ஆனால்‌ YHo 20//உம்‌ சாரவசமமாக 
இருக்கலாம்‌ என நமக்குச்‌ சந்தேகம்‌ உள்ளது. எனவே YH; = XH; 
என்போம்‌. H; ஐக்‌ கொண்டு பெருக்க, YH,H; * = XH;H; ', HH; 
என்ற உறுப்பு Hos சார்ந்தது. இதனை HH; = Hk என்போல்‌ எனவே . 
Y = XH, (1<k<h) (: H;H; = E)அதாவது Y எனற ¿e XH 
கணத்தைச்‌ சேர்ந்ததது எனத்‌ தெரிய வருகிறது. ஆனால்‌ நாம்‌ ரஜ H 
அல்லது XH இல்‌ இருந்து தேர்வு செய்யவில்லை. எனவே Y Hao X Hஉம்‌ 
சாவசமமாக இருக்கமுடியாது. 

இவ்வாறு யிலிருந்து H,XH மற்றும்‌ YH கணங்களின்‌ 3h 
உறுப்புகள்‌ தேர்வு செய்யப்பட்டுள்ளன. இப்போது 3h < ஏ எனில்‌ மேலும்‌ 
ஒரு h உறுப்புகள்‌ கொண்ட இடக்கூற்றுக்‌ கணத்தை உருவாக்கலாம்‌. | 


இதிலிருந்து ஏ ஆனது இன்‌ முழு எண்‌ மடங்கு எனத்‌ தெரிகிறது. 


g/h என்ற முழு எண்‌ ஜல்‌ AS குறியீடு (index) எனப்படும்‌. 
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4.14 இயல்நிலை துணைக்‌ குலங்கள்‌ (Normal subgroups) 


குலம்‌ இன்‌ உறுப்பு X(X € C)al பொருத்த, துணைக்குலம்‌ //இன்‌ 
வலக்‌ கூற்றுக்‌ கணமும்‌ இடக்கூற்றுக்‌ கணமும்‌ சமமானால்‌, H ஆனது 
இயல்நிலை துணைக்குலம்‌ அல்லது இன்‌ மாற்றமிலா (invariant) 


துணைக்குலம்‌ எனப்படும்‌. 


அதாவது H இயல்நிலை துணைக்குலமெனில்‌, XH; = H;X ஆகும்‌. 
& 1 ஆல்‌ இருபுறமும்‌ பெருக்க, XIXH; =X"HX அல்லது 
X"HX=H, அனைத்து X க்கும்‌. இது H க்கும்‌ நீக்கு 
இடையேயான இணையியத்‌ தொடர்பாகும்‌ (Conjugation relation). 
இதிலிருந்து H இன்‌ உறுப்புகளின்‌ இணையிய உறுப்புகளும்‌ //லேயே 
அமையும்‌ என்று தெரிகிறது. அதாவது ஒரு குலத்தின்‌ இயல்நிலை 
il முதன்மை குலத்தின்‌ சில இனங்களை முழுமையாகக்‌ 
கொண்டிருக்கும்‌. E 

o ஒரு துணைக்குலம்‌ H ஆனது முதன்மை குலம்‌ இன்‌ சில 
இனங்களை முழுமையாகக்‌ கொண்டது எனில்‌ H ஆனது ன்‌ 
இயல்நிலை துணைக்குலம்‌ எனப்படும்‌. 

எடுத்துக்காட்டாக, (E, C2, ஈட, My) ஆனது Cay குலத்தின்‌ 
இயல்நிலை துணைக்குலமாகும்‌. ஆனால்‌ (Em) ஒரு இயல்நிலை 
துணைக்குலமாகாது. i | 
4.15 காரணி குலங்கள்‌ (Factor Groups) 

Cw குலத்தின்‌ ஒரு இயல்நிலை துணைக்குலமான Ki = 
(2, C4)ஐக்‌ கருதுவோம்‌. டன்‌ மற்ற உறுப்புகளைக்‌ கொண்டு Kur 
அனைத்துக்‌ கூற்றுக்‌ கணங்களையும்‌ உருவாக்குவோம்‌. K, ஐயும்‌ சேர்த்து 
அவையாவன, 
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= (B,C2), ௩-2, Ky =(mymy), Ky = பூசு 
2 as 

இப்போது மேற்கண்ட கூற்றுக்‌ கணங்களின்‌ குலத்தை 
உருவாக்குவோம்‌. அதை K = (K1, K2, K3, K4) என்போம்‌. Ka, Ks; K3,Ka 
என்பன குலம்‌ KA உறுப்புகள்‌. இக்குலத்தின்‌ அடங்கும்‌ பண்பைக்‌ 
கண்டறிய இரண்டு கூற்றுக்‌ கனங்களைப்‌ பெருக்குவோம்‌. பெருக்கலில்‌ 
முதல்‌ கூற்றுக்‌ கணத்தின்‌ ஒவ்வொரு உறுப்பையும்‌ கொண்டு, 
இரண்டாவது ne கணத்தின்‌ ஒவ்வொரு உறுப்பையும்‌ பெருக்க 
வேண்டும்‌. உருவாகும்‌ கணத்தில்‌, ஒரு முறைக்கு மேல்‌ அமையும்‌ 
உறுப்புகளை ஒரு முறை மட்டுமே வைத்துக்‌ கொண்டு மற்றவற்றைத்‌ 
தள்ளிவிட வேண்டும்‌. இது Kஇன்‌ ஏதாவது ஒரு கணமாக வதை 


காணலாம்‌. எடுத்துக்காட்டாக, 

KK; = (Ca, C2)(m,, my) = (Gy, Fy, Ow Oy) = (Oy, Oy) = Ky 

இதே போல்‌ குலம்‌ K ஆனது ஒரு குலத்திற்கான அனைத்து வெளிப்படை 

உண்மைகளுக்கும்‌ இணங்கும்‌ என்பதைச்‌ சரிபார்க்க முடியும்‌. 
இப்போது குலம்‌ K ஆனது, இயல்நிலை துணைக்குலம்‌ 1 Ky ஐப்‌ 

பொருத்த, 6 இன்‌ காரணிக்குலம்‌ எனப்படும்‌. 

4.16 குலங்களின்‌ நேரடிப்‌ பதுக்கல்‌. 


இரண்டு குலங்களின்‌ நேரடிப்‌ பெருக்கல்‌ எனப்படுவது ஒரு 
குலத்தின்‌ ஒவ்வொரு உறுப்பையும்‌ கொண்டு இரண்டாவது குலத்தின்‌ 
ஒவ்வொரு உறுப்பையும்‌ பெருக்குவதால்‌, ஒரு பெரிய குலத்தைப்‌ 
பெறுவதாகும்‌. இப்பெருக்கல்‌ கீழ்க்கண்ட இரு நிபந்தனைகளுக்குக்‌ 


கட்டுப்பட்டது. 


281. 


) இரு குலங்களும்‌, முற்றொருமை உறுப்பு £ஐத்‌ தவிர வேறு எந்த 
உறுப்பையும்‌ பொதுவானதாகக்‌ கொண்டிருக்கக்‌ கூடாது. 
ii) முதல்‌ குலத்தின்‌ ஒவ்வொரு உறுப்பும்‌ இரண்டாவது குலத்தினி 
ஒவ்வொரு உறுப்புடனும்‌ பரிவர்த்திக்கும்‌ (Commute) தன்மை a 
கொண்டிருக்க வேண்டும்‌. 
எடுத்துக்காட்டாக ௩ உறுப்புகளைக்‌ கொண்ட குலம்‌ H= 
(E, H2, Hz, ... Hp) மற்றும்‌ k உறுப்புகளைக்‌ கொண்ட a K=(K,= 
EK” k K) ஆகியவற்றின்‌ நேரடிப்‌ பெருக்கலில்‌ ஏ = hk 
உறுப்புகளைக்‌ கொண்ட குலம்‌ G பெறப்படுகிறது. 


G= H (6 | (E,EK,,EK;, CER g Hp, H,K,, „ H2 Ky = Hh Kg) 


[உம்‌ உம்‌ இன்‌ துணைக்குலங்களாகும்‌. Cry குலத்திலிருந்து ஒரு 


எடுத்துக்காட்டை விவரிப்போம்‌. 
CE, Ca) & (E, my) = (E, Ly; Ex; cim,) = CB, ore Mx» my) 


ஒரு குலத்தை விரிவாக்குவதற்கான எளிய முறையே நேரடிப்‌ 


... பெருக்கலாகும்‌. இக்கோட்பாடானது, அணுக்கள்‌, மூலக்கூறுகள்‌, 


படிகங்கள்‌, அணுக்கருக்கள்‌ மற்றும்‌ அடிப்படைத்துகள்களின்‌ (elementary 


pa சமச்சீர்‌ தன்மையை u. பயன்படுகிறது. 


எடுத்துக்காட்டாக G என்ற குலமானது “ஒரு பொருளின்‌ (system) | 
பல்வேறு முறையான (proper) சுழற்சிகளின்‌ குலம்‌ என்போம்‌. 
பிற்காலத்தில்‌ அத்தொகுதியின்‌ நேர்மாறு (inversion) மாற்றங்களும்‌ 
சமச்சீர்‌ நிலைமாற்றங்கள்தான்‌ எனக்‌  கண்டறியப்படுவதாகக்‌ 
கொள்வோம்‌. இப்போது / என்பது நேர்மாறு மாற்றச்செயலி (Inversion 
operator) எனில்‌ CE, J) ஒரு குலமாகும்‌. நேர்மாறு மாற்றம்‌, சுழற்சிகளுடன்‌ 


பரிவர்த்திக்கதக்கது. எனவே G ௫ (EJ) என்ற, குலங்களின்‌ நேரடிப்‌ 
பெருக்கலானது தொகுதியின்‌ பெரிய சமச்சீர்‌ குலத்தைக்‌ குறிக்கிறது. 


ஒரு தொகுதியின்‌ அனைத்துச்‌ சமச்சீர்‌ உறுப்புகளையும்‌ 
கண்டறிவது எளிதல்ல, எனினும்‌ முடிந்த வரை கண்டறிந்த அனைத்துச்‌ 
சமச்சீர்‌ உறுப்புகளையும்‌ இணைத்துக்‌ குலம்‌ உருவாக்கப்பட வேண்டும்‌. 
4.17 ஒருபடித்தான (Isomorphism) மற்றும்‌ பலபடித்தான 


(Homomorphism) தன்மைகள்‌ 


ஒரு குலத்தின்‌ பெருக்கல்‌ அட்டவணையானது, அக்குலத்தின்‌ 
பகுமுறை அமைப்பைப்‌ (analytical structure) பற்றிய அனைத்து 
விபரங்களையும்‌ உள்ளடக்கியதாகும்‌. எனவே ஒரே மாதிரியான பெருக்கல்‌ 
அட்டவணைகளைக்‌ கொண்ட அனைத்துக்‌ குலங்களும்‌ ஒரே மாதிரி 
அமைப்பைக்‌ கொண்டவையாகும்‌. அக்குலங்கள்‌ ஒன்றுக்கொன்று 


ஒருபடித்தானவை (Isomorphic) என்கிறோம்‌. 


கணித அடிப்படையில்‌ G = (E, A, B,C de } மற்றும்‌ G = 
BAS BE. ca oe என்ற g வரிசை கொண்ட இரு குலங்கள்‌ 
ஒருபடித்தானவை . எனில்‌, அவற்றின்‌ உறுப்புகளுக்கிடையே ஒன்றுக்கு- 
ஒன்று என்ற (One-to-one) பபபல (Correspondence) இருக்க வேண்டும்‌. 
அதாவது அக்குலங்களுக்கிடையே Ao A’, 8,026 ' .... போன்ற 
ஒப்புமை A AB=C என்பதைப்‌ போன்ற தொடர்பு 
A'B' = 6' இருக்க வேண்டும்‌. 

இதில்‌ குலம்‌ இன்‌. பெருக்கல்‌ அட்டவணையில்‌ இன்‌ 
உறுப்புகளுக்குப்‌ பதிலாக, ஒவ்வொரு உறுப்புக்கும்‌ இணையான G' இன்‌ 
உறுப்புகளைப்‌ பதிலீடு செய்து, இன்‌ பெருக்கல்‌ அட்டவணையைப்‌ | 


பெறலாம்‌. 
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எடுத்துக்காட்டாக {1,i,—1,—i} என்ற எண்களின்‌ குலமும்‌ 
Es C2,C2) என்ற குலமும்‌ ஒருபடித்தானவை எனில்‌ 14 E, 1௨ 
„-1ecd-iecg. முதலாவது குலத்தின்‌ (—1)(—i) =i என்பது 
இரண்டாவது குலத்தின்‌ (C;)(C;) = C4ஐ ஒத்ததாகும்‌. 

மாறாகக்‌ குலம்‌ G = {E,A,B,C...... என்பது ஏ வரிசைக்‌ 
gasa, G! = (Ey, E>... En, Aq, Az, -.. A, By, Bo உ... என்பது 
ng வரிசைக்‌ குலமாகவும்‌ இருப்பதாகக்‌ கொள்வோம்‌. இப்போது குலம்‌ 
ஐ (E¡),(4),(B,)... என n உறுப்புகள்‌ கொண்ட கணங்களைப்‌ 
பிரிக்கிறோம்‌. இந்நிலையில்‌ ('இன்‌ E, Ez ...En உறுப்புகள்‌ குலம்‌ (இன்‌ 
£க்கு இணையாகவும்‌ 4;,42,...4,)என்பன A&G இணையாகவும்‌, 
இவ்வாறே மற்ற உறுப்புகளும்‌ அமையுமானால்‌, லிருந்து டீக்கு, ஈக்கு 
ஒன்று என்ற வரைபடம்‌ (Mapping) அல்லது பலபடித்தான தன்மை 
(homomorphism) அமைகிறது எனலாம்‌. . 

அதாவது இன்‌ உறுப்புகளுக்கிடையேயான 4;8;= Ce (1 <k 
n) என்ற தொடர்புக்கு இணையாக (இல்‌ AB=C தொடர்பு 
இருக்குமானால்‌, CG’ ஆனது குலம்‌ G யுடன்‌ பல படித்தான தொடர்பு 
கொண்டது எனலாம்‌. 

எடுத்துக்காட்டாக C4,@leür துணைக்குலம்‌ 02 
(E, cå, Me my) கருதுவோம்‌. இது G = (E,m,) என்ற குலத்துடன்‌ 
பல்படித்தான தன்மை கொண்டது எனில்‌ G 'இன்‌ உறுப்புகள்‌ E மற்றும்‌ C$, 
இன்‌ உறுப்பு E யுடனும்‌ : 0 'இன்‌ m, மற்றும்‌ m, உறுப்புகள்‌ இன்‌ My 
உறுப்புடனும்‌ பலபடித்தான தொடர்பு கொண்டவை எனலாம்‌. 


4.18 வகைக்குறிப்புக்‌ கொள்கை (Representation Theory) 


ஹில்பர்ட்‌ வெளி(Hilbert  space)யில்‌ செயலி(Operator)கள்‌ 
அணிகளாகக்‌ (matrices) காட்டப்படுகின்றன. இதே போல்‌ ஒரு 
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குலத்தின்‌ உறுப்புகளை அணிகளாகக்‌ காட்டுவதே வகைக்குறிப்புக்‌ 


கொள்கையாகும்‌. x 
்‌ வரையறை. 


G = (E,A,B,C ட } என்பது ஏ வரிசைக்குலம்‌ என்போம்‌. 
இப்போது T = {T(E),T(A),T(B), ...} என்பது ஒரே அணித்தரம்‌ (Order) 
கொண்ட பூச்சியமில்‌ கோவை 9\600fl(non-singular matrix) களின்‌ 
தொகுப்பு என்க. | 

குலத்தின்‌ உறுப்புகளுக்கிடையே காணப்படும்‌ AB =C என்ற 
“தொடர்புக்கு இணையாக அணிகளில்‌, 


T(A)T(B) = T(AB) அல்லது (U) 
T(A)T(B) = T(C) > (2) 
என்ற தொடர்பு அமையுமானால்‌, 7 என்ற அணித்தொகுப்பு குலம்‌ இன்‌ 
வகைக்குறிப்பு எனப்படும்‌. அணித்தரமானது வகைக்குறிப்பின்‌ பரிமாணம்‌ 
(dimension) எனப்படும்‌. 

(இன்‌ உறுப்புகள்‌ செயலிகளாகச்‌ செயல்படும்‌ n பரிமாண திசையி . 
வெளியை (vector space) L, என்போம்‌. In வெளியில்‌ படித்தரச்‌ 
செங்குத்து ஆயக்கூறுகள்‌ (Orthonormal basis) {pi} என்க. இன்‌ ஒரு 
உறுப்பு 4, திசையி ஆயக்கூறில்‌ செயல்படுவதை | 


n | 
Ap; =A 2 (017 (A) | > (3) 
j=1 


எனலாம்‌. இதில்‌ {p} செங்குத்து ஆயங்களைக்‌ கொண்டு, உறுப்பு AgS 
குறிக்கும்‌ அணி 7(4)ஆகும்‌. அணி TCA) வின்‌ ஒரு அணி. மூலகம்‌ 
(matrix element), Tj (A) = (ஐ), Api) ஆகும்‌. 
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இவ்வாறே இன்‌ amh உறுப்புகளைக்‌ குறிக்கும்‌ அணிகளையும்‌ 
பெறமுடியும்‌. 


இப்போது 


AB; = A > THB) = y PxTxj(A) 72) 
k,j=1 
அல்லது 
n 


ABQ: = ) Pr Tui(AB) 
k=1 


மேற்கண்ட இரண்டு செயல்களும்‌ ஒரே முடிவைத்தான்‌ தர வேண்டும்‌. 


எனவே 


2 794079) = Txi (AB) 1<ik<n 


அல்லது T(A)T(B) = T(AB) 

அணிப்பெருக்கலுக்குக்‌ கட்டுப்பட்ட குலம்‌ 7இன்‌ உறுப்புகள்‌ | 
வெவ்வேறானவையாக இருக்க வேண்டிய அவசியமில்லை. எனவே ஒரு | 
முறைக்கு மேல்‌ அமையும்‌ உறுப்புகளை, ஒரு முறை மட்டுமே எடுத்துக்‌ 
கொண்டு குலம்‌. 7ஐ உருவாக்கினால்‌ அதன்‌ உறுப்புகள்‌ 


வெவ்வேறானவையாக அமையும்‌. 


குலம்‌ 7இன்‌ உறுப்புகள்‌ வெவ்வேறானவையாக அமையுமானால்‌, 
அவை குலம்‌ (இன்‌ உறுப்புகளுடன்‌ ஒன்றுக்கு ஒன்று என்ற. 
தொடர்புடையவையாக அமையும்‌. இப்போது யும்‌ 7யும்‌ ஒருபடித்தானலை 
ட, எனலாம்‌. 7 ஆனது இன்‌ உண்மையான வகைக்குறிப்பு 
(faithful representation) ஆகும்‌. 
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மாறாக இன்‌ சில உறுப்புகள்‌ ஒரு முறைக்கு மேல்‌ .குலம்‌ 7இல்‌ 
காணப்படுமானால்‌, (யிலிருந்து 7க்குப்‌ ப லபடித்தான (homomorphism) 
தொடர்பு உள்ளது எனலாம்‌. இத்தகைய வகைக்குறிப்பு உண்மையற்ற 
(unfaithful) வகைக்குறிப்பு எனப்படும்‌. 

உண்மையற்ற வகைக்குறிப்பிற்கு எடுத்துக்காட்டு CH, குலத்தின்‌ 
அனைத்து உறுப்புகளும்‌ 1 எனக்‌ காட்டுவதாகும்‌, 
உறுப்பு E G- G m mMm oe 
வகைக்குறிப்பு 1 1 1 1 1 1 1 1 
4.19 வகைக்குறிப்புகளின்‌ சில பண்புகள்‌. 

. ஒரு குலத்தில்‌ முற்றொருமை உறுப்பு E ஆனது AE = EA = A 
எனும்‌ பண்பை உடையது. இதில்‌ 4, குலத்தின்‌ ஏதாவது ஒரு உறுப்பு. இதே 
தொடர்பு வகைக்குறிப்புகளின்‌ அணிகளுக்கு, . 

T(A)T(E) = T(E)T(A) =T) (4) 

என அமையும்‌. இந்த அணித்‌ தொடர்பிலிருந்து T(E) ஒரு அலகு அணி 

(Unit matrix) எனத்‌ தெரிகிறது. 

சமன்பாடு (1) இல்‌ க்குப்‌ பதிலாக A? ஐப்‌ பயன்படுத்த 

T(A)T(AT}) = T(4473) = T(E) அல்லது 

7(4 1) = [TA]! ae 
எனவே குலத்தில்‌ ஒரு உறுப்பின்‌ நேர்மாறினைக்‌ குறிக்கும்‌ 

அணியானது அவ்வறுப்பினைக்‌ குறிக்கும்‌ அணியின்‌ நேர்மாறு vers) 


சமமாகும்‌. 


287 


T, = {T,(E),T,(A),7,(B) ...) மற்றும்‌ Tz = {T2 (E), T2(A),T2(B) e 
என்பன ஒரே குலத்தின்‌ இரு வகைக்‌ குறிப்புகள்‌ என்போம்‌. இப்போது ஒரு 
பூச்சியமில்‌ கோவை அணி 5 ஐக்‌ கொண்டு, 


க-து MUSS DOED 

என்ற நிலைமாற்றங்களைச்‌ செய்யமுடியுமானால்‌, குலங்கள்‌ Ty மற்றும்‌ T3 
என்பன டூடஇன்‌ சமமான வகைக்குறிப்புகள்‌ (Equivalent representations) 
எனப்படும்‌. 
4.20 மாற்றமிலாத்‌ துணை வெளிகளும்‌ (Invariant subspaces) 
ஒடுக்கத்தக்க வகைக்‌ குறிப்புகளும்‌ (reducible representations) 

ஒரு குலத்தின்‌ வை கக்குறிப்பை உருவாக்கப்‌ பயன்படும்‌ திசையி 
வெளி 1, கீழ்க்கண்ட பண்புகளைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. 

குலத்தின்‌ எந்த ஒரு உறுப்பு 4க்கும்‌, Ln திசையி வெளியின்‌ எந்த 
ஒரு திசையி ஓக்கும்‌, Ap என்ற திசையி Ls சேர்ந்ததாகும்‌. அதாவது 


(இன்‌ நிலைமாற்றங்களுக்கு Ln அடங்கும்‌ (Closure property) பண்பைக்‌ 


கொண்டது. 


Lm என்ற திசையி வெளியின்‌ அனைத்துத்‌ திசையி கூறுகளும்‌ Ly . 
என்ற திசையி வெளியில்‌ அடங்குமாயின்‌, Lm என்பது Lp இன்‌ 


துணைவெளி எனப்படும்‌. 


இன்‌ அடங்கும்‌ பண்பைக்‌ கொண்ட திசையி வெளி LA 
துணை வெளி Lm என்போம்‌. 1,உம்‌ அடங்கும்‌ பண்பைப்‌ 
பெற்றிருக்குமானால்‌, Ly, ஆனது 1, இன்‌ மாற்றமிலாத்‌ துணை வெளி 
எனப்படும்‌. இந்நிலையில்‌ Ly ஆனது ஜப்‌ பொருத்து A டுக்கத்தக்கது. 


எனப்படும்‌. | 
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4.21 ஒரு வகைக்‌ குறிப்பின்‌ ஒடுங்கும்‌ தன்மை.  (Reducibility of a 


representation) 

1, வெளியில்‌ குலம்‌ ஜென்‌ ஒரு வகைக்‌ குறிப்பு. 
T={T(E),T(A),T(B)..} என்போம்‌. (ஐப்‌ பொருத்த இன்‌, 
முறையான (proper) துணைவெளி அல்லது மாற்றமிலா (invariant) 
துணைவெளி 1௩( <n) என்க. இப்போது L, லிருந்து டீ,க்குப்‌ 
பொருத்தமான ஆயங்களைத்‌ தேர்ந்தெடுப்பதன்‌ மூலம்‌, குலம்‌ 7இன்‌ 
உறுப்புகளை, 


“வரத்தின்‌ இட்‌ 
AA ie. DA ட்‌ 


என்ற அமைப்பில்‌ காட்டமுடியும்‌. 


இதில்‌ D™ (A) மற்றும்‌ D2 (4) முறையே m மற்றும்‌ (n — m) அணித்தரச்‌ 
சதுர அணிகளாகும்‌. X(A) அணி (௩ —m) x m அணித்தரமுடையது. 0 
என்பது முற்றும்‌ பூச்சிய அணி (null matrix) ஆகும்‌. 


இதனை நிரூபிக்க L, வெளியின்‌ ஆய்க்கூறுகளை (138515 vectors) 
வரிசை திசையி (row vector) அமைப்பில்‌ எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. 


அதாவது, 
இவ்வணியின்‌ i ஆவது நிரலில்‌ 1உம்‌ மற்ற நிரல்களில்‌ 0உம்‌ 
அமைகின்றன. | 

இன்‌ ஆயக்கூறுகளை வரிசைப்படுத்தும்போது முதலாவது m 
ஆயக்கூறுகளை 1; இன்‌ ஆயக்கூறுகளாகக்‌ கொள்ள "வேண்டும்‌. 
இப்போது குலம்‌ இன்‌ உறுப்பு 4, Lm இன்‌ ஆயக்கூறு ஐ,(1 2 Sm) 
இன்‌ மீது செயல்படுமானால்‌, 
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Ta tas கத்‌ அட்‌ அலு 


Ag, =(000... 1,0... 0) 


seo naar tn nme una ௪௧௧ ௧௩௮௧ ae 


Tai s.. I : Tn.m+1 ... Tai 


ul’ Taz» eae Tum Tim+1 eee Tun 


(ஐப்‌ பொருத்து Lm ஒரு மாற்றமிலாத்‌ துணை வெளியாகும்‌. எனவே AQ, . 
திசையியும்‌ Ll அடங்கும்‌. ஆகவே Pm+1: Om+2 > On ஆயங்கள்‌ 
வழியாக Ap, இன்‌ கூறுகள்‌ சுழியாகும்‌. 


அதாவது Tye (A) = 0, m+1<k<n 


A யாதாமொரு (arbitrary) எண்ணாகும்‌. இதன்‌ மதிப்பை 1 முதல்‌ m வரை 
எடுத்துக்‌ கொண்டால்‌, சமன்பாடு (7 இல்‌ 0 எனக்‌ குறிப்பிடப்பட்ட m 


x (n - m) அணித்தர அணியின்‌ அனைத்து உறுப்புகளும்‌ சுழியாகும்‌. 


இப்போது இன்‌ இரு உறுப்புகளுக்கு இடையேயான 
பெருக்கல்பலன்‌ 4B = (ஜக்‌ கருதுவாம்‌. இன்‌ வகைக்குறிப்புகளைக்‌ 


கொண்டு, 
T(A)T(B) = T(C) எனலாம்‌. 


[PA 0 |[p@@)| © 
T(C) en ட ன்ப 
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=p © DOO | (2) 

இதில்‌ D® (A)D™ B) = D(C) 
p)(A)D@(B) = D(C) => (3) 
(40222) + D™(A)X(B) = X(C) > (4) 


O (லிருந்து, குலம்‌ டீக்கு புதிய இரு வகைக்குறிப்புகள்‌ 
அமைவது தெரிகிறது, அவையாவன 
i) m uor வெளியில்‌ அணிகளின்‌ கணம்‌ 
DO = {DW(F),DW(A),DW(B)....} 
i) ௩ m பரிமாண வெளியில்‌ அணிகளின்‌ கணம்‌ 


ற (2) = (DOCE), D® (A), D® (B) 2 


றமஇன்‌ ஆயக்கூறுகள்‌ {P1 P2 P3 Pm} மற்றும்‌ இன்‌ 
ஆயக்கூறுகள்‌ டட ட. On} இந்நிலையில்‌ T ஆனது இன்‌ 
ஒடுக்கத்தக்க வகைக்குறிப்பு எனப்படும்‌. எனவே வகைக்குறிப்பின்‌ 
ஒடுங்கும்‌ தன்மையானது திசையி வெளியின்‌, முறையான மாற்றமிலாத்‌ 
துணைவெளி அமைவதைப்‌ பொருத்தாகும்‌. ்‌ 


4.22 வகைக்குறிப்புகள்‌ பற்றிய ஒரு தேற்றம்‌ 


ஒரு முடிவுறு குலத்தின்‌, வகைக்குறிப்பு T ஆனது செங்குத்து 
அலகற்ற (Non Unitary matrices) அணிகளின்‌ தொகுப்பு என்க. இதனை 
அதற்குச்‌ சமமான செங்குத்து அலகு (Unitary matrices) அணிகளின்‌ 
தொகுப்பாக, வடிவொப்புமை நிலைமாற்றத்தின்‌ மூலமாக, மாற்ற முடியும்‌. 


அதற்காக ஒரு ஹெர்மைட்டின்‌ அணியை வரையறுப்போம்‌. 


291. 


H = > T(A)Tt(A) > (1) 


460. 
இந்த ஹெர்மைட்டின்‌ அணியைச்‌, செங்குத்து அலகு நிலைமாற்றத்தின்‌ 
(Unitary transformation) மூலம்‌, சமமூலை வரை அணியாக (Diagonal 
matrix) மாற்ற முடியும்‌. இதனை 

U-!HU = Ha என்போம்‌. | >) 
Ha — சமமூலை வரை அணி, (/- தேவையான அணி. (1) மற்றும்‌ (2) இல்‌ 
இருந்து 
Dep > T(A)Tt(A)U 


AEG 


= yA UT(A)JUUTF(A) U 
AEG 


H, = 2 T'(A)T''(A) | > (3) 


AEG 


(3) இன்‌ k ஆவது சமமூலை வரை உறுப்பு 


alee = de = TATA) 
J 


AEG j 


=) TATA 


AEG j 


[Halex = y >Y | Tj (A) |? > (4) 


AGG j 

சமன்பாட்டின்‌ வலப்புறக்கூட்டலில்‌ ஒவ்வொரு உறுப்பும்‌ இருமடியாக 
அமைவதால்‌, அவை நேர்‌ எண்களாகும்‌. dy > 0 எனவே dy ஐ நேர்‌ 
எண்ணாகக்‌ கொள்ளலாம்‌. எனவே Hy ஒரு பூச்சியமில்‌ கோவை 
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அணியாகும்‌.. Hg அணியிள்‌ மடங்குகளைப்பெற, சமமூலை வரை 
உறுப்புகளின்‌ அதே மடங்குகளைக்‌ கொண்ட அணியை அமைத்தாலே 
போதுமானதாகும்‌. 


அதாவது (CHa)? lex = (dy)? rest! 
ற என்பது நேர்‌ அல்லது எதிர்‌ மெய்‌ எண்‌. 


இப்போது செங்குத்து அலகற்ற அணிகள்‌ 7(4)ஐ, [(4) என்ற 
செங்குத்து அலகு அணிகளாக மாற்றப்‌ பயன்படும்‌ வடிவொப்புமை 


1/2 


நிலைமாற்ற அணி V = UH, எனத்‌ தெரிகிறது. 
(A) = VT(A)V 
=H; RUFUS 
= Hy’? T'(A)Hg” 
IA) என்பது செங்குத்து அலகு அணிதானா என்பதைக்‌ காண, 
(A) at = உரும்‌] ம்‌” TADA d 
= Hy °T'(A)HaT't(A)Hj O சமன்பாடு (3) இல்‌ இருந்து. 


= டர) TET TAD 
BEG 


— Hate » T'(AB)T''(AB)H, /” 
BEG 


= 11 ' HaHa!” மீண்டும்‌ (3) இல்‌ இருந்து 


=E 
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இதிலிருந்து [(4) செங்குத்து அலகு அணி எனத்‌ தெரிகிறது. 7 
அணிகளை [அணிகளாக மாற்றுவதன்‌ மூலம்‌, சரிவான 
ஆயத்தொகுதியைச்‌ செங்குத்து ஆயத்தொகுதியாக மாற்றுகிறோம்‌. T 
அணிகளின்‌ செங்குத்தலகு அற்ற தன்மை, L, திசையி வெளியின்‌ 
அடிப்படை ஆயக்கூறுகள்‌ செங்குத்துப்‌ படித்தரம்‌ (orthonormal) 
அற்றவை எனக்காட்டுகின்றன. [அணிகள்‌, அடிப்படை ஆயக்கூறுகள்‌ 
செங்குத்துப்‌ படித்தர தன்மை கொண்டவை என்பதை காட்டுகின்றன. 


4.23 ஒடுக்கம்‌ பெறா வகைக்குறிப்புகள்‌ (Irreducible representations) 


T மற்றும்‌ | வகைக்‌ குறிப்புகள்‌ சமமாகவும்‌, ஒரே திசையி வெளியில்‌ 
வரையறுக்கப்பட்டவையாகவும்‌ ee எனவே T ஒடுக்கத்தக்கது | 
எனில்‌ [ம்‌ 20555555 வகைக்குறிப்பே. மேலும்‌ [அணிகள்‌ செங்குத்து 
அலகு அணிகளாகும்‌. எனவே அவற்றின்‌ அமைப்பு 


[si .0 ; 
IA) > | Sa | S Sa ஆகும்‌. 


இதிலிருந்து குலம்‌ இன்‌ இரண்டு வகைக்குறிப்புகளைப்‌ பெறமுடியும்‌. 


) SO =(SO(E),SO(A) .....), Lm வெளியில்‌ வரையறுக்கப்பட்டது. 
i) S@ = {S®(E),S® (A) ..... }, Lp வெளியில்‌ வரையறுக்கப்பட்டது. 
இவை முறையே DO மற்றும்‌ 2 க்குச்‌ சமமாகும்‌. 


Lm மற்றும்‌ Ly வெளிகள்‌, மாற்றமிலாத்‌ துணை வெளிகளைப்‌ 
பெற்றிருக்குமானால்‌ SO மற்றும்‌ 5 மெலும்‌ ஒடுக்கத்தக்கவை ஆகும்‌. 
இச்செயலைத்‌ தொடர்ந்தால்‌ முடிவாக [அணிகளின்‌ அமைப்பு, 


y த 0 


இந்நிலையில்‌ குலம்‌ இன்‌ S எண்ணிக்கையிலான ஒடுக்கம்‌ வெள்‌ 
வகைக்குறிப்புகள்‌ | 

[= (WD), (DMA), .... 4 

[Z= [2 (௪), [@(A),.....J 


[= {[(E), [ (A), ..... ஆகும்‌. 
இவற்றுள்‌ சில வகைக்குறிப்புகள்‌ ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட தடவைகள்‌ 
அமையும்‌ என்பதைக்‌ கருத்தில்‌ கொள்ள வேண்டும்‌. 
4.24 ஷுரின்‌ துணைக்கோட்பாடுகள்‌ (Schur?s Lemma) 

ஒரு குலத்தின்‌ ஒடுக்கம்பெறா வகைக்‌ குறிப்புகளை 
ஆராய்வதற்கும்‌, செங்குத்துத்‌ தன்மை தேற்றத்தை (Orthogonality 
Theorem) வருவிக்கவும்‌ பயன்படுபவை ஷீரின்‌ இரு துணைக்‌ 
கோட்பாடுகளாகும்‌. 
4.25 ஷுரின்‌ முதலாவது துணைக்கோட்பாடு 


[2 என்பது குலம்‌ ன்‌ ஒரு ஒடுக்கம்பெறா வகைக்குறிப்பு என்க. as 


இன்‌ அனைத்து உறுப்புகளுடனும்‌ அணி PUE பரிவர்த்திக்கும்‌ 
(Commute) எனில்‌, P ஒரு மாறிலி அணியாகும்‌. அதாவது P = cE இதில்‌ 
C ஒரு திசையிலி (scalar). 
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சமன்பாடுகள்‌ (மற்றும்‌ (9ஐ இணைத்து, ஒரு சமன்பாட்டை 
உருவாக்குவோம்‌. 


Y [ல [2a = (2) 640m 


AEG 
அல்லது 
> [QA [Sica = (0) க > (10) 
AEG 
AS தன்மை தேற்றம்‌ எனப்படும்‌. 
. 428 ஒரு வகைக்குறிப்பின்‌ பண்புக்கோவைகள்‌ (Characters of a 
representation) | 
ஒரு திசையி வெளியில்‌, ஒரு குலத்தின்‌ வகைக்குறிப்பு ஒரே 
அணித்தொகுப்பினால்‌ மட்டுமே அறியப்படுவதில்லை. ஆயக்கூறுகளின்‌ 
தேர்வைப்‌ பொருத்தும்‌, அவற்றின்‌ வரிசை மாற்றத்தைப்‌ பொருத்தும்‌ 
வெவ்வேறு அணித்தொகுப்புகள்‌ 'வகைக்குறிப்புகளாக அமைய முடியும்‌. 
இருப்பினும்‌ அத்தகைய வகைக்குறிப்புகள்‌ சில வடிவொப்பமை 
நிலைமாற்றங்களின்‌ மூலம்‌ ஒன்றுக்கொன்று தொடர்புடையவை. 
ஆனால்‌ ஒரு அணியின்‌ தடமானது (trace) வடிவொப்புமை 
நிலைமாற்றத்தினால்‌ மாறுவதில்லை. எனவே அடிப்படை ஆயக்கூறுகளின்‌ 
தேர்வு எவ்வாறாயிருப்பினும்‌ அணிகளின்‌ தடங்களைக்‌ கொண்டு 
வகைக்குறிப்புகளை வரையறுக்க முடியும்‌. 
ஒரு குலத்தின்‌ ஒடுக்கம்பெறும்‌ அல்லது ஒடுக்கம்பெறா 
வகைக்குறிப்பின்‌ பண்புக்‌ கோவைகள்‌ என்பன அதிலுள்ள அணிகளின்‌ 


அணித்தடத்‌ தொகுப்பாகும்‌. 


A) =) டல்‌... aa 
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ஒற்றைப்‌ பரிமாண வகைக்குறிப்பின்‌ பண்புக்‌ கோவைகள்‌ அனைத்தும்‌ 1 
என்ற மதிப்பைப்‌ பெறும்‌. ஒன்றுக்கொன்று பரிவர்த்திக்கும்‌ உறுப்புகளின்‌ 
(conjugate elements) பண்புக்‌ கோவைகள்‌ சமமாக இருக்கும்‌. எனவே 
ஒரே இனத்தைச்‌ சேர்ந்த உறுப்புகளின்‌ பண்புக்‌ கோவைகள்‌ அனைத்தும்‌ 
ஒரே மதிப்புடையவையாக இருக்கும்‌. 


4.29 பண்புக்கோவைகளின்‌ செங்குத்துத்‌ தன்மை (Orthogonality of 


characters) 


ஒடுக்கம்பெறா ்‌ வகைக்குறிப்பில்‌ பண்புக்‌ கோவைகளின்‌ 
செங்குத்துத்‌ தன்மையைக்‌ கண்டறிய சமன்பாடு (10) இல்‌ 


k=m என்றும்‌ s=n என்றும்‌ கொண்டு (ஐப்‌ பயன்படுத்திக்‌ ' 
கூட்டுத்தொகை கண்டறிய, 


iS g 
X xO) AP (A) = 7 Citi = சூ 
- L 


இதில்‌ [O வகைக்குறிப்பில்‌, உறுப்பு A இன்‌ பண்புக்கோவை ர (4). ஒரு. 
குலத்தில்‌ C, என்ற இனத்தின்‌ உறுப்புகள்‌ எண்ணிக்கை Ne எனில்‌ 
மேற்கண்ட சமன்பாட்டை 


ட Pz (i) Ene e 


எனலாம்‌. இதில்‌ [É ie Sona வல்‌, C என்ற இனத்தைச்‌ சேர்ந்த 4 : 


என்ற உறுப்பின்‌ பண்புக்கோவை ல ஆகும்‌. 


= 304 


4.30 Ca Air பண்புக்கோவை அட்டவணை (The character table of 
C3y) 
ஒரு சமபக்க முக்கோணத்தின்‌ சமச்சீர்‌ நிலைமாற்றங்களைக்‌ 
கருதுவோம்‌. | 
1 





படம்‌ 4.3 


ஒரு தாளின்‌ மீது அமையும்‌ abc என்ற முக்கோணத்தைக்‌ கருதுவோம்‌. 
இதன்‌ முனைகள்‌ தாளில்‌ 1,23 எனக்‌ குறிக்கப்பட்டுள்ளன. 
முக்கோணத்தின்‌ பக்க மையங்கள்‌ முறையே : 45,6 எனக்‌ 


குறிக்கப்பட்டுள்ளன. இதன்‌ சமச்சீர்‌ நிலைமாற்றங்கள்‌ முறையே - 


) முற்றொருமை நிலைமாற்றம்‌ EE) 

2) நடுக்கோட்‌ டு மையத்தைப்‌ (0) பற்றிய 120 oia (C3) 
3) 240 *வலஞ்சுழற்சி (02) 

4) 1-4 கோட்டில்‌ அமையும்‌ ஆடி பிரதிபலிப்பு (ou) 

5) 2-5 கோட்டில்‌ அமையும்‌ ஆடி பி ரதிபலிப்பு (oy) 

6) 3 6 கோட்டில்‌ அமையும்‌ ஆடி பிரதிபலிப்பு (ow) 
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இவற்றுக்கான பெருக்கல்‌ அட்டவணை 


இரண்டாம்‌ முதல்‌ செயல்‌ 
C3 





Czy குலத்தில்‌ மூன்று இனங்கள்‌ உள்ளன. அவை (E), (6508) மற்றும்‌ 
(Oy, நே, Ow). மூன்று இனங்கள்‌ அமைவதால்‌, இக்குலம்‌ [, [7% மற்றும்‌ 
[2 என்ற மூன்று ஒடுக்கம்‌ பெறா வகைக்குறிப்புகளைக்‌ கொண்டது. 


இவ்வகைக்குறிப்புகளின்‌ பரிமாணங்கள்‌ l, [, மற்றும்‌ la என்போம்‌. 
இவற்றின்‌ தொடர்பு E+B+l2=6, குலத்தின்‌ வரிசை. 
இச்சமன்பாட்டிற்கு இணங்கும்‌ 1; இன்‌ முழு எண்‌ மதிப்புகள்‌ 1, = l = 1 
மற்றும்‌ 1, = 2. 

வகைக்குறிப்புகளுள்‌ முறையற்ற பலபடித்தான ஒற்றைப்‌ பரிமாண 
[O வகைக்குறிப்பின்‌ அனைத்து உறுப்புகளுக்கும்‌ மதிப்பு 1 ஆகும்‌. 





அனைத்து வகைக்குறிப்புகளுக்கும்‌ E எனப்படும்‌ அலகு அணியின்‌ 


தடம்‌ அல்லது பண்புக்‌ கோவை அணியின்‌ பரிமாணம்‌ [க்குச்‌ சமமாகும்‌. 


என்வே அட்டவணை 
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C37 குலத்தின்‌ பண்புக்கோவை அட்டவணை 





4.31 C4, குலத்தின்‌ பண்புக்கோவை அட்டவணை 

குலம்‌ Cav இல்‌ (),(62), (Cs ste), (m,,m,), (Oy, Oy) என ஐந்து 
இனங்கள்‌ உள்ளன. எனவே [0, 0,0, மற்றும்‌ [© என ஐந்து 
ஒடுக்கம்பெறா வகைக்குறிப்புகள்‌ அமைய வேண்டும்‌. அவற்றின்‌ 
பரிமாணங்கள்‌ முறையே l, (5, lz, [4 மற்றும்‌ lz என்போம்‌. 
இவற்றிற்கிடையே தொடர்பு 

Xili = ர, குலத்தின்‌ வரிசை 

அதாவது 1121-8 +l =8 -> (1) 


li முழு எண்‌ மதிப்புகளைப்‌ பெறுமானால்‌, l=l=lk=4=1: 


ஒரு குலத்தின்‌ முறையற்ற ஒடுக்கம்‌ பெறா வகைக்குறிப்பில்‌ 
அனைத்து உறுப்புகளும்‌ 1௭ ன்ற மதிப்பைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. 
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எந்த ஒரு வகைக்குறிப்பிலும்‌ முற்றொருமை உறுப்பு (E) அலகு 
அணியாகும்‌. வகைக்குறிப்பின்‌ பரிமாணம்‌ அணியின்‌ அணித்தரத்திற்குச்‌ 
சமமாகும்‌. அட்டவணையின்‌ முதலாவது நிரலில்‌ ஒற்றைப்‌ பரிமாண 
வகைக்குறிப்புகள்‌ (0,0, மற்றும்‌ [ மதிப்பு ஐயும்‌ [* மதிப்பு 
2ஐயும்‌ பெற்றிருக்கும்‌. | 
Cay பெருக்கல்‌ அட்டவணைப்படி, 


ஒற்றைப்‌ பரிமாண வகைக்குறிப்புகளுக்கு Mx My, Sy, Sy ஆகியன + 
அல்லது -1 மதிப்பைப்‌” பெறும்‌. எம்மதிப்புக்கும்‌ C21 ஆகத்தான்‌ இருக்க 
முடியும்‌. மூன்றாவது நிரலில்‌ [2,[ மற்றும்‌ [O ஆகியவற்றின்‌ C 
மதிப்புகள்‌ +1 ஆகும்‌. கல்‌ 
மேலும்‌ C,C, = 0202 = C2 = +1 எனவே [, [© மற்றும்‌ [ இல்‌ 
C, அல்லது இன்‌ மதிப்பு + அல்லது -1 ஆக snai எனவே 
அட்டவணையின்‌ அமைப்பு, 


(E) (CC) s OD (m,,my) (0405) 


[(1) 
[2 
[032 
[0 
[657 





[ மற்றும்‌ [2 வகைக்குறிப்புகளின்‌ செங்குத்துத்‌ தன்மையைக்‌ 
கொண்டு, 


ந்து. 


l + 2a + 1+ 2b +2c = 0 எனலாம்‌. 
அல்லது 2+ 2a+ 2b +20 = 0 
er, | 
a,b மற்றும்‌ ௦ இன்‌ முழு எண்‌ மதிப்புகளுக்கு, a = b 7 — 1 எனவும்‌ 
c=] எனவும்‌ கொள்வோம்‌: எனவே 
இரண்டாவது வரிசை, [91 —1 1 —1 1 
மூன்றாம்‌ வரிசை 9-1 a’ 1 ற்‌ c” என்போம்‌. [0 
“மற்றும்‌ [PQ செங்குத்துத்‌ தன்மையிலிருந்து, 
12௪ + 1+ 2b' 4227-0. 1+a’+b’+c’=0 (1) 
[ மற்றும்‌ [இன்‌ செங்குத்துத்‌ தன்மையிலிருந்து, 
| - 2a’ + 1-2b’ + 2c’ =0, 1-a’-b’+c'=0 > (2) 
CD) FO, 2+20:=0 - அல்லது ௦-1 
(1) இல்பிரதியிட, I+a’+5b’—1=0, a+ =0, a'=-b' 
எனவே a = 1 எனில்‌ b’ =-1 
இம்மதிப்புகளிலிருந்து மூன்றாம்‌ வரிசை [2௯ 1 | 1 iT | 


இப்போது வரிசை நான்கை Msi தட்ட ee ON 


என்போம்‌. 
[ மற்றும்‌ |2இன்‌ செங்குத்துத்‌ தன்மையிலிருந்து 
ணு ET- Zp கறு டாம A 5 


1? மற்றும்‌ [2இல்‌ இருந்து 
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(7) + (8) 


: 2+b-2d=0 > (12) 


(9) மற்றும்‌ (12) இல்‌ இருந்து d = 0, (10) மற்றும்‌ (12) இல்‌ இருந்து ௦ =a 
எனவே c=d=0 | 


(9) இல்‌ இருந்து, 2 4 b=0 அல்லது b = —2 
(1) இல்‌ இருந்து, 2 4 2௨- 2 = 0 அல்லது a = 0 


எனவே (இன்‌ பண்புக்கோவை அட்டவணை 


(E) EA) (C2) (MaMy) (040%) 
| 2 | 2 2 
ee 1 l 
l —] 1 —1 l 
| l 1 —] =] 
| —] l | ஜல 
2 0 —2 0 0 





4.32 இடப்பெயர்வு குலம்‌ மற்றும்‌ வெளிக்குலம்‌ (Translation Group and . 
- Space Group) | 


ஒரு நேர்கோட்டுப்‌ படிக அலகை (lattice) க்‌ கருதுவோம்‌. இதன்‌, 

a படிக அலகு மாறிலி (lattice constant) கொண்ட N அலகு புள்ளிகளைக்‌ . 
காண்போம்‌. இதற்குக்‌ கால வட்ட வரம்பு நிபந்தனை (Periodic boundary 
condition) x — Na = x என்போம்‌. இதில்‌ x என்பது நேர்கோட்டுப்‌ படிக 
அலகில்‌ ஆயத்தொலைவு. இத்தகைய படிக அலகில்‌, இன்‌ மடங்குகளின்‌ 


இடப்பெயர்வு, மாறாத்தன்மை (invariant) கொண்டது. 
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a இடப்பெயர்வுக்கான செயலி 7; என்றும்‌ na இடப்பெயர்வுக்கான 
செயலி T, என்றும்‌ கொள்வோம்‌. 
Tx=x-a 12: (01) 73-78 
காலவட்ட வரம்பு நிபந்தனைப்படி, 
Tyx = (TI x=xr—-Na=x 
Lor அடுக்குகள்‌, N வரிசை கொண்ட வட்டக்‌ குலத்தை 
. உருவாக்குகின்றன. இத்தகைய குலத்தை நாம்‌ இடப்பெயர்வுக்‌ குலம்‌ T 
என்கிறோம்‌. 
T = Txik, Las T>, aor e Ty--1} 
T ஒரு ஏபெலின்‌ குலத்தைச்‌ சேர்ந்தது. எனவே 7இன்‌ ஒவ்வொரு உறுப்பும்‌ - 
ஒரு இனத்தைச்‌ சேர்ந்ததாகும்‌. 
முப்பரிமாண படிக அலகுகளில்‌, சமச்சீர்‌ இடப்பெயர்வு (Franslation 
Symmetry) செயலிகள்‌ இணைந்தும்‌, ஒரு குலத்தை உருவாக்கலாம்‌. 
ஒரு படிக அலகை, 4,,d,,d3 என்று மூன்று அடிப்படை 
இடப்பெயர்வு திசையிக்களைக்‌ கொண்டு உருவாக்குவோம்‌. இதற்குக்‌ 
கீழ்க்கண்ட வரம்பு நிபந்தனைகளைப்‌ பயன்படுத்துவோம்‌. | 


=> 
=H A 


¥—N,a, அது... = Nenn டட சதாம்‌ 


மெ 


இதில்‌ 7 ௭ ன்பது ஒரு புள்ளியின்‌ திசையி நிலை (Position Vector) 
(nn) திசையி இடப்பெயர்வைக்‌ கொடுக்கும்‌ செயலி 
T(n, nz, 713) எனில்‌, 


| T(nı,n,, na)? =7T = n¡ 4; — 71202. எட 715 03 - 7- (ட, 712, 712) இதில்‌ 
1< ns N; 
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அடுத்தடுத்த இரு செயலிகளினால்‌ ஏற்படும்‌ இடப்பெயர்வை ஒரே 
செயலியினால்‌ ஏற்படுத்தலாம்‌. இதனை 
Fon M>z,M3)T(n,, Nn,,Nn3)F = T(m, + 781, 7712 F 712, M3 + n3)Y 


எனலாம்‌. 


இத்தகைய அனைத்துச்‌ செயலிகளையும்‌ Ni NaN வரிசை (Order) 
கொண்ட ஒரு குலமாக அமைக்கலாம்‌. இது ஒரு முப்பரிமாணப்‌ படிக 
அலகின்‌, முழுமையான இடப்பெயர்வுக்‌ குலமாகும்‌. இக்குலத்தின்‌ 
முற்றொருமை உறுப்பு 7'(0,0,0)- 7078, N2, N3). மேலும்‌ உறுப்புகள்‌ 
பரிவர்த்தனைக்கு உட்பட்டவை. எனவே இக்குலம்‌, ஒரு வட்டக்குலமாக 
இல்லாவிட்டாலும்‌, ஒரு ஏபெலின்‌ குலமாகும்‌. 

o நிலைமாற்றங்கள்‌ மற்றும்‌ இடப்பெயர்வுச்‌ செயல்களைப்‌ 
பொருத்து, படிக அலகு மாற்றமிலாதது. ஆனால்‌ சில படிகங்களில்‌, ஒரு 
அடிப்படை அலகில்‌ ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட அணுக்கள்‌ அமையலாம்‌. 
அவற்றில்‌ இடப்பெயர்வுச்‌ செயலோ, புள்ளி நிலைமாற்றமோ சமச்சீர்‌ 
நிலைமாற்றமாக இல்லாமல்‌ இருக்கலாம்‌. ஆனால்‌ அவற்றில்‌ புள்ளி 
நிலைமாற்றத்தைத்‌ தொடர்ந்து இடப்பெயர்வுச்‌. செயல்‌ ஏற்படுமானால்‌, 
மொத்த மாற்றம்‌ சமச்சீர்‌ நிலை மாற்றமாக அமையலாம்‌. இது கீழ்க்கண்ட 


படத்தில்‌ காட்டப்பட்டுள்ளது. 


+ + + 
படம்‌ 4.4 இரு மடிப்பு, திருகு சமச்சீர்‌ சுழற்சி கொண்ட, 
ஒற்றைப்‌ பரிமாணப்‌ படிக அமைப்பு 
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இதில்‌ ஒற்றைப்‌ பரிமாண படிக அலகு காட்டப்பட்டுள்ளது. இதன்‌ 
படிக அலகு மாறிலி a. புள்ளிகள்‌ (e) படிகப்புள்ளிகளைக்‌ குறிக்கின்றன. 
அவற்றைச்‌ சேர்ந்த அணுக்கள்‌ + மற்றும்‌ > எனக்‌ காட்டப்பட்டுள்ளன. படிக . 
அலகு இடப்பெயர்வுத்‌ திசையிக்கள்‌ d இன்‌ மடங்குகளாகும்‌. மேலும்‌ 
Qn+Da2 இடப்பெயர்வும்‌, அதைத்‌ தொடர்ந்த இரு மடிப்புச்‌ (m கோணம்‌) 
சுழற்சியும்‌, படிகத்தின்‌ சமச்சீர்‌ நிலைமாற்றமாகும்‌. இத்தகைய செயல்‌, 
திருகு சுழற்சி எனப்படும்‌. 

இதே போல்‌ ஒரு படிகத்திற்கு ஒரு தளத்தில்‌ பிரதிபலிப்பைத்‌ 
தொடர்ந்த இடப்பெயர்வுச்‌ சமச்சீர்‌ நிலைமாற்றமாகும்‌. இதில்‌ படிகம்‌ ஒரு 
நழுவு தளத்தைப்‌ (Glide Plane) பெற்றது என்பர்‌. இவ்வாறு ஒரு 
முப்பரிமாண படிகத்தில்‌ அமையும்‌ அனைத்து நிலைமாற்றங்களின்‌ குலம்‌ 


2 . 


ஒரு வெளிக்குலம்‌ (space group) எனப்படும்‌. 


ஒரு வெளிக்குலத்தின்‌ ஒவ்வொரு செயலும்‌ ஒரு புள்ளிக்குலச்‌ 
செயலைத்‌ தொடர்ந்த இடப்பெயர்வைக்‌ கொண்டதாகும்‌. எனவே 
- வெளிக்குலத்தின்‌ உறுப்பு {A | T} என்று குறிக்கப்படும்‌. இதில்‌ & ஒரு 


புள்ளிக்குலச்‌ செயலையும்‌, T இடப்பெயர்வையும்‌ குறிப்பன. 


ஒரு திசையிநிலை (Position Vector) யின்‌ மேல்‌ {A | இன்‌ 


செயலை 

{A | t}7 = Ar — T எனலாம்‌. 

அடுத்தடுத்த இரு செ ains குறிப்பிடும்‌ போது, 

{B | t2}{A | 1,37 = {B | டுப்‌ L it) = BAT Bt, — Ta இதிலிருந்து, 


(B | t2 HA | t,} = (BA | Bt, +72) ஆகும்‌. 
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வெளிக்குலத்தின்‌ முற்றொருமை உறுப்பு 1£|0),நேர்மாறு உறுப்பு 
{Alt} = (த 1 தார) பொதுவாக ஒரு வெளிக்குலம்‌ 5 என்ற 
குறியீட்டால்‌ குறிக்கப்படும்‌. பொதுவாக வெளிக்குலத்தில்‌ புள்ளிக்குலச்‌ 


செயலும்‌, இடப்பெயர்வும்‌ பரிவர்த்திக்கமாட்டா . 
4.33 அச்சுச்‌ RE: குலம்‌ (The axial rotation group 50(2)) 


ஒரு வட்டத்தின்‌ தளத்திற்குக்‌ குத்தாக, மையத்தின்‌ வழியாகச்‌ 
செல்லும்‌ அச்சைப்‌ பற்றிய அவ்வட்ட : சுழற்சிகளின்‌ கணத்தைக்‌ 
கருதுவோம்‌. இக்கணத்தின்‌ . ஒவ்வொரு உறுப்பும்‌ ஒற்றைச்‌ சாராமாறி 
(parameter) கொண்டு அறியப்படும்‌. அச்சாராமாறி [0,27] 
இடைவெளிக்குள்‌ அமையும்‌ சுழற்சி கோணம்‌ ஓ ஆகும்‌. அத்தகைய குலம்‌ 
அச்சுச்‌ சுழற்சிக்‌ குலம்‌ என்று 50 (2) என்ற குறியீட்டால்‌ அறியப்படும்‌. 

சுழற்சி ஐம்‌ (ஓ 4 2௱ற)ம்‌ சமமாகும்‌. சுழற்சிக்‌ குலத்தின்‌ உறுப்பு 
T (p) எனில்‌ உறுப்புகளின்‌ இணைப்பு விதி, 


T(P)T(0) = T(9) T(p) = AE ர எனில்‌ 


முற்றொருமை உறுப்பு T(O),T(p) இன்‌ நோமாறு உறுப்பு 7 (27 - Q).* 


வட்டத்தின்‌ தளத்தில்‌ அமையும்‌, தேக்காட்டின்‌ ஆயக்கூறுகளின்‌ 
(cartesian coordinates)  நிலைமாற்றங்கள்‌, SO(2) குலத்தின்‌ 


வகைக்குறிப்பைக்‌ காணப்‌ பயன்படுகின்றன. (x, y) புள்ளியில்‌ T(p) இன்‌ | 


செயல்‌, 


coso sing 


| To) N =D mn cos Y 


மேற்கண்ட வகைக்குறிப்பில்‌ அமையும்‌ அணி, அணித்தரம்‌ 2 கொண்ட 
செங்குத்து. - (Orthogonal) அணியாகும்‌. குலத்தின்‌ ஒவ்வொரு 
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உறுப்பிற்கும்‌, ஒன்றுக்கு-ஒன்று என்ற தொடர்பில்‌ ஒரு 2 x 2 செங்குத்து 
அணி அமையும்‌. இவ்வணியின்‌ அணிக்கோவை மதிப்பு +1. 

அணித்தரம்‌ 2உம்‌, அணிக்கோவை மதிப்பு +1010 கொண்ட 
அனைத்துச்‌ செங்குத்து அணிகளின்‌ கணம்‌, அச்சுச்‌ சுழற்சிக்‌ குத்தத்‌ 
ஒருபடித்தான தொடர்பு கொண்டது. எனவே 902) இன்‌ 
வகைக்குறிப்பாக இக்கணம்‌ அமையும்‌. இவ்வகைக்‌ குறிப்பும்‌ 50(2) 
என்றே குறிப்பிடப்படும்‌. அச்சுச்‌ சுழற்சிக்‌ குலம்‌ ஏபெலின்‌ குலமாகும்‌. 
எனவே இதன்‌ ஒடுக்கம்பெறா வகைக்குறிப்பு ஒற்றைப்‌ பரிமாணம்‌ 


கொண்டது. 
4.34 புள்ளிக்‌ குலங்கள்‌ (point groups) 


முன்னுரை : 

ஒரு படிகம்‌ எனப்படுவது, முப்பரிமாணத்தில்‌ அகத்தின்‌ சீரான 
கட்டமைப்பாகும்‌. அத்தகைய படிகத்தின்‌ சமச்சீர்‌ தன்மையானது, அதன்‌ 
பண்புகளை ஆராய்வதில்‌ முக்கிய இடம்‌ வகிக்கிறது. 


படிகத்தில்‌, மின்காந்த அலைகளின்‌ விளிம்பு வளைவு, 


எலக்ட்ரான்களின்‌ அமைப்பு ஆகியவற்றையும்‌, படிகத்தின்‌ நிறத்தைக்‌ 
கொடுக்கும்‌ மாசு மற்றும்‌ குறைபாடுகள்‌, மாசு அணுக்களின்‌ பெொரகாந்த 
ஒத்ததிர்வு போன்றவையும்‌ மாசு அணுக்களைச்‌ சூழ்ந்துள்ள சமச்சீர்‌ 
தன்மையைப்‌ பொருத்ததாகும்‌. 


படிகங்களின்‌ வடிவமைப்புச்‌ சமச்சீர்‌ நிலைமாற்றங்கள்‌ (geometrical . 


symmetry transformations) மூன்று வகைப்படும்‌. அவையாவன; 
|) இடப்பெயர்வுகள்‌ (translations) 
ii) சுழற்சிகள்‌ (rotations), பிரதிபலிப்புகள்‌ (reflections), 

நேர்மாறுகள்‌ (inversions) 3 


ii) மேற்கண்டவற்றின்‌ இணைவுச்‌ செயல்கள்‌ 
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இவற்றுள்‌ சுழற்சிகள்‌, பிரதிபலிப்புகள்‌ மற்றும்‌ நேர்மாறுகள்‌ 
ஆகியவை புள்ளிச்‌ சமச்சீர்‌ செய்கைகள்‌ எனப்படும்‌. ஒரு பொருளின்‌ 
நிலைமாற்றங்களில்‌ அப்பொருளின்‌ ஒரே ஒரு புள்ளி மட்டும்‌ இடம்‌ 
பெயராமல்‌ அமையுமானால்‌, அத்தகைய சமச்சீர்‌ நிலை மாற்றங்களின்‌ 
குலமானது, ஒரு புள்ளிக்குலம்‌ என்றழைக்கப்படும்‌. எனவே (ii) இம்‌ வகை 
செய்கைகள்‌ புள்ளிக்குலத்தைச்‌ சேர்ந்தவை. 

புள்ளிக்‌ குலங்களில்‌, படிகமைப்புப்‌ புள்ளிக்குலம்‌ (crystallographic 
point group) மற்றும்‌ மூலக்கூறு புள்ளிக்குலம்‌ (Molecular point group) 
என்ற வகைகளும்‌ உண்டு. 
4.35 படிகமைப்புப்‌ புள்ளிக்குலங்கள்‌ (crystallographic point groups) 

படிகமைப்புப்‌ புள்ளிக்‌ குலங்களின்‌ எண்ணிக்கையானது 
படிகங்களின்‌ இடப்பெயர்வுச்‌ — சக்கு தன்மையினால்‌ 
கட்டுப்படுத்தப்படுகிறது. படிகங்களின்‌ அலகு மூலைகள்‌ (lattice 
oint5)ஒன்றுக்கொன்று வடிவொத்தவையாகும்‌. அலகு மூலை ஒன்றின்‌ . 
வழியாக அதற்குக்‌ குத்தாக அமையும்‌ அச்சைப்‌ பற்றி 27/7 (n ஒரு முழு 
எண்‌) சுழற்றும்‌ போது_படிகம்‌ வடிவம்‌ மாறா அமைப்பைப்‌ பெறுமானால்‌, 
அந்த அச்சுக்கு இணையாக வேறொரு அலகு மூலையில்‌ அமையும்‌ 
அச்சைப்‌ பற்றிய 2/௩ கோணச்சுழற்சியிலும்‌ படிகம்‌ மாறாநிலையை 
அடையும்‌. இச்சமச்சீர்‌ தன்மையினால்‌ படிகத்தின்‌ புள்ளிக்‌ குலங்களின்‌ 


எண்ணிக்கை கட்டுப்படுத்தப்படுகிறது. 


இவ்வாறு இடப்பெயர்வுச்‌ சமச்சீர்‌ தன்மைக்கு ஏற்ப அமையும்‌ 7 
மடிப்பு (n— fold) சுழற்சிகள்‌ ௩ = 1,2,3,4 மற்றும்‌ 6 மதிப்புக்கொண்ட 


n/n சுழற்சிகளாகும்‌. அவை மொத்தம்‌ 32 படிகமைப்புப்‌ புள்ளிக்‌ 
குலங்களாகும்‌. . 


தேக்காட்டின்‌ ஆயக்கூறு (cartesian coordinates) களின்‌ ஆதி 
(originenwis புள்ளிகுலங்களின்‌  நிலைமாறாப்‌ (invariant) புள்ளியாகக்‌ 
கொண்டால்‌ புள்ளிக்குலங்களின்‌ செயல்கள்‌ 
|) ஆதிவழியாகப்‌ பாயும்‌ அச்சினைப்‌ பற்றிய சுழற்சி 
i) ஆதிவழியாக அமையும்‌ தளங்களில்‌ பிரதிபலிப்பு 


iii) நேர்மாறு (inversion) ஆகியவையாக அமையும்‌. 


மேற்கண்ட மூன்று வித செயல்களை ஒன்றுக்கொன்று 
தன்னிச்சையானவையாகக்‌ கொள்ள முடியாது. ஏனெனில்‌ இவற்றில்‌ 
ஏதாவது இரண்டின்‌ அடுத்தடுத்த செயல்கள்‌ மூன்றாவது செயலுக்கு 
ஒப்பாக அமையலாம்‌. உதாரணமாக முதலில்‌ ஆதிவழியாகப்‌ பாயும்‌ 
அச்சினைப்‌ பற்றிய ர அளவு சுழற்சிக்குப்‌ பிறகு அவ்வச்சுக்குக்‌ குத்தான 
தளத்தில்‌ ஏற்படும்‌ பிரதிபலிப்பானது நேர்மாறு செயலை (inversion 
operation) ஒத்திருக்கலாம்‌. 
4.36: 32 புள்ளிக்‌ குலங்களின்‌ உருவாக்கம்‌ 

இப்போது முப்பரிமாணத்தில்‌ மேற்சொன்ன 32 புள்ளிக்‌ 
குலங்களையும்‌ வரிசைப்படுத்துவோம்‌. பொதுவாக ஒரு n பக்க பலகோண E 
அமைப்பின்‌ வடிவ மையத்தில்‌, தளத்திற்குக்‌ குத்தாக அமையும்‌ அச்சைப்‌ 
பற்றிய, 2ஈ/௩ சுழற்சியானது ஒரு சமச்சீர்‌ செயலாகும்‌ (symmetry 
operation). 

71 e உள்ளடக்கிய வட்டச்சுழற்சிக்‌ (cyclic) குலமானது 
(Cr, ca G போல E) ஆகும்‌. இது நே எனப்படும்‌. 

படிகங்களில்‌ இடப்பெயர்வுச்‌ சமச்சீர்‌ தன்மைக்கு ஏற்ப அமையும்‌ 
சுழற்சிக்‌ குலங்கள்‌ Ci, Cz, தே நே மற்றும்‌ டே மட்டுமேயாகும்‌. இவற்றின்‌ 
வடிவமைப்புகள்‌ கீழ்க்கண்டவாறு அமைகின்றன. 
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படம்‌ 4.5 


இவை, ஒரு தளத்தில்‌ அணுக்களின்‌ வீச்சுகளைக்‌ (projections) 
காட்டுகின்றன. இதில்‌ காட்டப்படும்‌ படங்களில்‌ ஒரு தளத்திற்கு மேல்‌ 
அமையும்‌ புள்ளிகளை + குறியாலும்‌ தளத்திற்குக்‌ கீழ்‌ அமையும்‌ 
புள்ளிகளை © குறியாலும்‌ காட்டுகிறோம்‌. சுழற்சி அச்சின்‌ தன்மையை 
வட்டத்தின்‌ மையத்தில்‌ அமையும்‌ அடையாளத்தால்‌ அறியலாம்‌. 
இதன்படி, இருமடிப்பு (two fold) அச்சை நீள்வட்டத்தாலும்‌ மும்மடிப்பு . 
(uee fold) அச்சை ஒரு முக்கோணத்தாலும்‌ நான்கு மடிப்பு அச்சை ஒரு 
சதுரத்தாலும்‌ ஆறு மடிப்பு அச்சை ஒரு அறு கோணத்தாலும்‌ 
குறிக்கிறோம்‌. இந்த அடையாளங்கள்‌ வரம்புகளால்‌ (boundary) மட்டுமே 
காட்டப்படுமானால்‌ அவை ஈ மடிப்பு முறையற்ற (improper) சுழற்சிகளைக்‌ 
குறிக்கும்‌. 

. இதில்‌ முறையற்ற. சுழற்சி எனப்படுவது ஒரு பிரதிபலிப்பு அல்லது 
நோமாறு செய்கைக்குப்‌ பிறகு தொடர்ந்‌ து வரும்‌ சுழற்சியாகும்‌. 

மேலும்‌ ஒரு சமச்சீர்‌ உறுப்பைச்‌ சேர்த்துப்‌ புதிய ஐந்து குலங்களைக்‌ 
காண்போம்‌. அச்சமச்சீர்‌ உறுப்பானது ர  எனக்குறிப்பிடப்படும்‌ 
கிடைத்தளப்‌ பிரதிபலிப்பாகும்‌. Cy, எனப்படும்‌ ஈருறுப்புக்‌ குலத்தைக்‌ 
(E, ௦%) கருதுவோம்‌. செங்குத்து அச்சைப்‌ பற்றிய சுழற்சியுடன்‌ Ch 
பரிவர்த்திக்கும்‌ என்பதைக்‌ கருத்தில்‌ கொண்டு Cyn என்ற குலத்தை 
உருவாக்குவோம்‌. Can ஆனது Cn மற்றும்‌ (£, op) கத்தின்‌ நேரடிப்‌ 
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. பெருக்கல்‌ குலமாகும்‌. இது Can = Cn & Cin ஆகும்‌. இக்குலம்‌ 271 
உறுப்புகளைக்‌ கொண்டது. 

இவற்றின்‌ வடிவமைப்புக்‌ கிடைத்தளப்‌ பிரதிபலிப்புத்‌ தளத்தைக்‌ 
குறிக்கும்‌ முழு வட்டங்களால்‌ ஆனதாகும்‌. 


Cin Cz Ca Ca Cea A 


படம்‌ 4.6 


படம்‌ 4.50 அமையும்‌ கடைசி நான்கு குலங்களுடனும்‌ ௩ படிப்புச்‌ 
செங்குத்து அச்சின்‌ வழியாக pore பிரதிபலிப்புத்‌ தளத்தைச்‌ சேர்த்து 
மேலும்‌ நான்கு குலங்கள்‌ அமைகின்றன. இத்தகைய பிரதிபலிப்புத்‌ 
| தளமானது மற்ற, 2 — 1 தளங்களையும்‌ குறிப்பதாகும்‌. இக்குலங்கள்‌ Cnv 
எனக்‌ குறிக்கப்படும்‌. அவை படம்‌(4.7) இல்‌ காட்டப்பட்டுள்ளன. 
Se தளங்கள்‌ கோடுகளாகக்‌ காட்டப்பட்டுள்ளன. இதில்‌ 
-பிரதிபலிப்பும்‌ சுழற்சியும்‌ பரிவர்த்தனைக்கு (commute) உட்பட்டவை : 
அல்ல. எனவே. இக்குலத்தை இரு சிறு குலங்களின்‌ நேரடிப்‌ பெருக்கல்‌ 
குலமாகக்‌ கருத முடியாது. எனினும்‌ இதில்‌ 27 உறுப்புகள்‌ உள்ளன. 
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முடியாதவை. எனவே Cy, என்ற புதிய குலம்‌ அமைய முடியாது. அல்லது 
(டி உம்‌. உம்‌ ஒன்‌ றே. ரதி 


இப்போது nn சமச்சீர்‌ (inversion symmetry) J ஐப்‌ படம்‌ (4:5) 
இல்‌ உள்ள ஐந்து குலங்களுடனும்‌ இணைக்கலாம்‌. இதனை S2 = (E,J) 
எனலாம்‌. S2 ம்‌. Cin உம்‌: ஒரு படித்தானவை (isomorphic) . மேலும்‌ 
நேர்மாறு மற்றும்‌ சுழற்சி பரிவர்த்தனைக்‌ குறியவை. எனவே ! ஐந்து நேரடிப்‌ 
- பெருக்கல்‌ குலங்களைப்‌ பெற முடியும்‌. அவை, ... 

Son ee En © S2 

ஆனால்‌ இவற்றின்‌ அனைத்துக்‌ குல ங்களும்‌ வெவ்வேறானவை அல்ல. 
உண்மையில்‌, இரட்டை. (௩ =-2,4,6) எனில்‌, , 9.5, ஆனது ஷே யை 
ஒத்திருக்கும்‌. ௩௪-1. மற்றும்‌ க்கான புதிய குலங்கள்‌ Sa மற்றும்‌. 5,.ஆகும்‌. 


“இதுவரை கண்ட” அனைத்துப்‌ புள்ளிக்‌ குலங்களிலிருந்து வேறுபட்ட 
மூன்றாவது! குலம்‌ Sf ஆனது “நான்கு ' உறுப்புகளைக்‌ ' கொண்டது. 
அவ்வுறுப்புகள்‌ JC, இன்‌ மடங்குகளாகும்‌. 'துதாவது S, = (E, Sa; CZ, Sz). 
இதில்‌ / “=F ஆகும்‌. இவை படம்‌ 4.8இல்‌ காட்டப்பட்டுள்ளன. . 


ரு. 5, மற்றும்‌ 5, சமச்சீர்‌ குலங்கள்‌: நேர்மாறு: சமச்சீர்‌ தன்மையைக்‌ 
கொண்டவை. இனால்‌ 54 அவ்வாறல்ல. 5 மற்றும்‌ Si முறையே Cy 032 
மற்றும்‌ Cy O Sy என்ற. நேரடிப்‌ பெருக்கல்‌ -குல்ங்களாகும்‌. . ஆனால்‌, 54 
| குலமானது சிறிய குலங்களின்‌ நேரடிப்‌ பெருக்கல்‌ குலமல்ல. 


> 2S இ. Pie. லு 76 i RER 
Su 537 ஆ | + 
fi EN X = ay, £ \ 
Z 4 yd ப t N ்‌ $ i 
t et oO | +s é A + 
பி 1 i = Ler =| 10 © ; 
f FA l x 
` Š © e on A 
SENSA - ER A re D A 
S3 Eh A E s 
படம்‌ 4.8 
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மேலே விவாதிக்கப்பட்ட 17 குலங்களும்‌ n மடிப்புச்‌ சமச்சீர்‌ 
கொண்ட ஒரே .. ஒரு. அச்சைக்‌ கொண்டவை... இப்போது. செங்குத்து 
அச்சுடன்‌.. கிடைத்தளத்திலும்‌ சமச்சீர்‌. அச்சுகளைக்‌ கொண்டு... புதிய 
குலங்களை உருவாக்க, முடியும்‌. M மடிப்புச்‌ சமச்சீர்‌ கிடைத்தள அச்சுடன்‌, 
௩ மடிப்புச்‌ சமச்சீர்‌. செங்குத்து. அச்சையும்‌: இணைப்பது, Mm மடிப்புச்‌ சமச்சீர்‌ 
கிடைத்தள அச்சுகள்‌ உள்ளன என்பதைக்‌ குறிக்கும்‌: m, = 2. எனில்‌, 
எனப்படும்‌ நான்கு புதிய குலங்களைப்‌ பெறலாம்‌. இது படம்‌ 4.9இல்‌ 


காட்டப்பட்டுள்ளது. <" oi+ P தப்பத்‌ « 





இப்போது படம்‌ 4.6இல்‌ காட்டப்பட்ட ஐந்து ot குலங்களுடனும்‌ "இரண்டு 
மடிப்புக்‌ கிடை அச்சுகளை - இணைப்போம்‌. "இதனால்‌ படம்‌ Wes 


காட்டப்பட்ட Dan ds ke நான்கு புதிய ena ee. DA 


இரண்ட மடிப்புக்‌ அடை அச்சுடன்‌ இணைந்த pate மானது E 
குலத்தை - ஒத்திருக்கும்‌. D7,” 'குலங்களுட்ன்‌ கிடைமட்ட ப ।ஆடித்தள 
இணைப்பினால்‌: குலம்‌ Dir எழுந்தது. எனலாம்‌. படம்‌ 4.9. மற்றும்‌ படம்‌ 
4.102 Bat) man am © DS N tramas Fran on GAOT மாயமா கைப்‌ மை ப்‌ யா co 


ஒப்பிட இதை உணரலாம்‌. 2,௩ குலங்கள்‌ An: உறுப்புகளைக்‌ கொண்டவை. 


இவற்றில்‌ இரட்டை ஈக்கு நேர்மாறு சமச்சீராக அமையும்‌. 


er The | it 
i >) id 
1111 





ias D, குலங்களின்‌ இருமடிப்புக்‌ கிடை அச்சுகளின்‌ இடையில்‌ 
அமையும்‌ கோணங்களின்‌ ' இரு சம வெட்டிகளாக மூலைவிட்டப்‌ 
(diagonal) பிரதிபுலிப்புத்‌ தளங்களை அமைத்து இரு குலங்களைப்‌ 
பெறலாம்‌. அவை Dra எனப்படும்‌. இதில்‌ n = 2 மற்றும்‌ 3. இவை படம்‌ 


4.11இல்‌ காட்டப்பட்டுள்ளன. 





மேலே காணப்பட்ட 27 குலங்களும்‌ ஒரு n மடிப்பு முதன்மை அச்சையும்‌ 
கிடைத்தளத்தில்‌ n இரட்டை மடிப்பு அச்சுகளையும்‌ கொண்டவையாகும்‌. 
இக்குலங்கள்‌ எளிய புள்ளிக்குலங்கள்‌ (simple point groups) எனப்படும்‌. 


இவை இரட்டைப்‌ பரிமாணத்தில்‌ படிக அமைப்புகளை விவரிப்பவை. 


முப்பரிமாணத்தில்‌ மிகப்பெரிய குலம்‌, 48 உறுப்புகளைக்‌ கொண்ட 
On எனப்படும்‌ ERRET புள்ளிக்‌ குலமாகும்‌. இதில்‌ 24 
உறுப்புகள்‌ முறையான (proper) சுழற்சிகளையும்‌ 24 உறுப்புகள்‌ முறையற்ற 
(improper) சுழற்சிகளையும்‌ குறிப்பவை. | | 


முறையான 24° சுழற்சிகளைக்‌ கொண்ட குலம்‌ 0% இன்‌ 
துணைக்குலம்‌ 0 எனப்படும்‌. இது கனசதுரத்தின்‌ முறையான சுழற்சிக்‌ : 
குலம்‌ என வழங்கப்படும்‌. 

அடுத்ததாக Ty எனப்படும்‌, ஒழுங்கான நான்முகி (Regular 


Tetrahedron) யின்‌ சமச்சீர்‌ குலம்‌. இது 24 உறுப்புகளைக்‌ கொண்டது. 
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இதன்‌ துணைக்குலம்‌ T எனப்படுவது நான்முகியின்‌ 12 முறையான 
சுழற்சிகளைக்‌ கொண்டது. 
இறுதியாக T மற்றும்‌ (E, ) எனப்படும்‌ நேர்மாறு குலத்தின்‌ நேரடிப்‌ 
பெருக்கல்‌ குலம்‌ Th = T ஒ (£,]) ஒரு சமச்சீர்‌ புள்ளிக்குலமாகும்‌. 
இவ்வாறு 32 விதமான சமச்சீர்‌ குலங்கள்‌, படிகப்‌ புள்ளிக்குலங்கள்‌ 
எனப்படும்‌. 
மாதிரி — 1 
எண்‌ 1இன்‌ மும்மடி மூலங்கள்‌, பெருக்கலுக்கு ஏபெலின்‌ முடிவுறு குலம்‌ 
எனக்காட்டுக. 
தீர்வு : 
குலம்‌ G = {1,w, w}, w? = 1 இக்குலத்தின்‌ பெருக்கல்‌ அட்டவணை 


படத்தில்‌ காட்டப்பட்டுள்ளது. 





D) பெருக்கல்‌ அட்டவணையில்‌ அனைத்து உறுப்புகளும்‌ Gas 
சேர்ந்தவை. இது அடங்கும்‌ பண்பைக்‌ காட்டும்‌. 

1)- முற்றொருமை உறுப்பு 1 

iii) 10,02% நேர்மாறு உறுப்புகள்‌ முறையே l, ம2,ம ஆகும்‌. 
எடுத்துக்காட்டாக ww? = w’=1 எனவே யம்‌ w 2உம்‌ ஒன்றுக்கொன்று 
நேர்மாறு. 

iv) சேர்ப்பு விதி (1.w)w? =w.w =w | 

825 | 


(iv) சேர்ப்பு விதி 

{o (—i o0 =1)=ioi =i? = -1 

(io —i) o —1 = (+i?) o -1=T1021=-1 
எனவே (5,௦) னது (,)இன்‌ துணைக்குலமாகும்‌. 


மாதிரி 3 : 
2 அல்லது 3ஆம்‌ வரிசை குலங்கள்‌, ம்‌ எனக்காட்டுக. 


தீர்வு : இரண்டாம்‌ le are pod E மற்றும்‌ A என்போம்‌. E 


முற்றொருமை உறுப்பு. | n 
ELE 4 
மேலும்‌ EA = A AR 
44 = 4ஆம்‌ குலத்தின்‌ உறுப்பு எனில்‌ A? = E அல்லது 4. ஆனால்‌ 
AA “என்வே CARS ES RCA குலம்‌: 4447-2) . ஒரு 
வட்டக்குலமாகும்‌. மூன்றாம்‌ ''வரிசைக்குலம்‌ ' (EA B} என்க. இதில்‌ 
A.A = AS. குலத்தின்‌ உறுப்பாகும்‌. எனவே. AZ yz En அல்லது A அல்லது B 
ஆகும்‌. ஆனால்‌. A? 2:8 ஏனெனில்‌ : 3ஆம்‌. வரிகைக்‌ குலத்திற்கு 2ஆம்‌ 
வரிசைக்குலம்‌ துணைக்குப்‌ அகதி | | 
~ மேலும்‌ ட FA EEE A Ap மற்றும்‌ Yee Bo எனவே 


AS ர v 
31 TUE Bie LALA ta 


eee ணை த்‌ A’. 


fh) ஸ்வ AiG Wen Eulen: mai 4 SIRA ஆ : a x 
மேலும்‌ A. A? = 4 திற்‌, கறுப்பாகும்‌... | எனல. A E 
AA RA a. 4? +E மற்றும்‌ 


எனவே. ஆம்‌, வரிசைக்‌ 


அல்லது. A, .அல்லது AZ, 


Sas a amada) 
4 6 ; 

fe’ += = AS , ~ 58 DATEN SRS Thee} Ta 

hired NAAA N ra E 13410 Herrn 
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குலத்தின்‌ உறுப்புகள்‌ 4,4%4=E ஆகும்‌. {E,A,A7} ஒரு 

வட்டக்குலமாகும்‌.. | | 
பயிற்சி 4.1 

1. - துணைக்குலத்தைக்‌ கொண்ட ஒரு குலத்திற்கான 

எடுத்துக்காட்டைத்‌ தருக. துணைக்குலத்திற்கன பெருக்கல்‌ 

அட்டவணையைத்‌ தயார்‌ செய்க. 

2. ஒரு வட்டக்கலத்தின்‌ ஒவ்வொரு துணைக்குலமும்‌ வட்டக்குலம்‌ | 

்‌ என்பதை நிரூபிக்க. | 

3. வரையறு (a) குலம்‌ (b) துணைக்குலம்‌ (௦) இனம்‌. 

4. ஆறு உறுப்புகள்‌ கொண்ட Dz குலத்தின்‌ உறுப்புகள்‌ 


E Fo இர 41/12. அருத்தி. 

E= |o ai 1-1) ib a= 43/2 N 

1-1. த படம்‌ அத E pap Be 
12-42 28/12 121 Kap இ. 


குலத்தின்‌ பெருக்கல்‌ அட்டவணையைத்‌ தயார்‌ செய்க. மேலும்‌ 
இக்குலம்‌ ஏபெலின்‌ குலம்‌ அல்ல எனக்காட்டுக. 
5. ஒரு குலத்தின்‌ அணி வகைக்‌ குறிப்பு என்றால்‌ என்ன ? ஒரு 


குறிப்பிட்ட வகைக்குறிப்பில்‌ குலத்திலுள்ள ஒரு உறுப்பின்‌ 


பண்புக்கோவையை வரையறு. 


6. வகைக்குறிப்பின்‌ கோட்பாட்டை விவரிக்க. குலக்கொள்கையின்‌ 
செங்குத்துத்‌ தேற்றத்தை நிரூபிக்க. 
f. ஒரு குலத்தின்‌ சமமான வகைக்குறிப்புகள்‌ ஒரே பண்புக்கோவை 


கணத்தைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌ எனக்‌ காட்டுக. 
ஒரு முடிவுறு குலத்தின்‌, ஒடுக்கம்பெறா வகைக்குறிப்புகளின்‌ 
பண்புக்கோவைகள்‌ குல உறுப்புகளின்‌ வெளியில்‌, செங்குத்துத்‌ 


தொகுதியை உருவாக்கும்‌ எனக்காட்டுக. 
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. தலைச்சொற்கள்‌ 


கணித இயற்பியல்‌ 


அடங்கும்‌ பண்பு 

அடுக்கு 

. அடுக்குக்குறி 

்‌ அடுக்குத்‌ தொடர்‌ 
அரங்கம்‌ ee 


ப அருகாபைப்‌ பகுதி 


அணி 
அணிக்கோவை 


அணித்தரம்‌ 


ANS) அணி 


- சமமூலை வரை அணி. 
செங்குத்து அணி 
செங்குத்து அலகு அணி 
பூச்சியமில்‌ கோவை அணி 
முற்றும்‌ பூச்சிய அணி 
ஆதி | 
இரண்டாம்‌ படி 
இரண்டாம்‌ வரிசை 
இனம்‌ 

இணையிய 
இயற்கணிதம்‌ 
ஈருறுப்பு . 

உருவரை 

எச்சம்‌ 

எண்ணளவு 

எல்லை 
ஒடுக்கத்தக்க 
ஒடுக்கம்பெறா 
ஒருங்கும்‌ 
ஒருபடித்தான 

௧௬ 

கலப்பின 

கணம்‌ 


LS 


“Closure Property 


Power: 


„Exponential 


Power Series 
Domain 
Neighbourhood > 
Matrix ல. 
Determinant =~ 


Order of Matrix” 


Matrix Element » 
Unit Matrix 
Diagonal Matrix 


Orthogonal Matrix =: 


Unitary Matrix 
Non-Singular Matrix 
Null Matrix 
Origin 

Second Degree 
Second Order 
Class 
Conjugate 
Algebra 
Binomial 
Contour 
Residue 
Modulus 

Limit 
Reducible 
Irreducible 
Convergent 
lsomorphi¢ 
Kernal 
Complex 


Set. 


கலைச்சொற்கள்‌ 
கணித இயற்பியல்‌ 


அடங்கும்‌ பண்பு 
அடுக்கு 
அடுக்குக்குறி 
அடுக்குத்‌ தொடர்‌ 
அரங்கம்‌ 

ரு பணர்‌ பகுதி 
அணி 
அணிக்கோவை 
அணித்தரம்‌ 

அணி மூலகம்‌ 

அலகு அணி 
சமமூலை வரை அணி 
செங்குத்து அணி 
செங்குத்து அலகு அணி 
பூச்சியமில்‌ கோவை அணி 
முற்றும்‌ பூச்சிய அணி 
ஆதி 

இரண்டாம்‌ படி 
இரண்டாம்‌ வரிசை 
இனம்‌ 

இணையிய 
இயற்கணிதம்‌ . 
ஈருறுப்பு 


உருவரை 
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Closure Property 
Power 
Exponential 
Power Series 
Domain 
Neighbourhood 
Matrix 
Determinant 
Order of Matrix 
Matrix Element 
Unit Matrix 
Diagonal Matrix 
Orthogonal Matrix 
Unitary Matrix 
Non-Singular Matrix 
Null Matrix 
Origin 

Second Degree 
Second Order 
Class 

Conjugate 
Algebra 
Binomial 


Contour 


கூற்றுக்கணம்‌ En | > Coset ayb 
கோண விகிதச்‌ சார்பு ' ' i | - Trigonometric Function” 
கோண வீச்சம்‌ | ae - Argument ARTA 
கோண தூர வடிவம்‌ க்‌ - Polar Form “விள 
கோளக கோண தூர யங்கள்‌ - Spherical Polar Coordinator 
ரு பஞ்‌ 


af SYG 


சமச்சீர்‌ de adel >- Symmetry 
சார்பு en - Function ஈம்‌ ua 
சாராமாறி - era - Parameter yA 
சிறப்பியல்‌ Amer - Eigen vector, Characteristic ve 
சிறப்பியல்‌ மதிப்பு | Ps - Eigen value, Characteristic val 
சிறப்புச்‌ சார்பு i A Special function எர | 
சிறப்புத்‌ தீர்வு BEGETS | - Particular integral Laune | 
சிறப்புப்‌ புள்ளி -'' - Singular point“ ~ aaa 
சீரிசைஅலைவி | - Harmonic oscillator © 
.செங்குத்துத்‌ தன்மை' ? Orthogonality பேக்கு 
செங்குத்துப்‌ uss O - OrthowGrtnali ta 0049 
குட்டு அச! Jie kemmo £ Trace: © rate cael BLN 
திசையி - - Vector 
திசையிலி 0 a 2 Scalar வரு Same? 
திசையிநிலை noo - Position vector um 
திசைவில்‌ 0 ooa | - Azimuthal © Medina 
திரும்புச்‌ சார்பு 000 due - Periodic function mie 


திரும்பு தொடர்பு ' அல்லது ees 
தொடர்பு 


Recurrence relation > 


e. ; - Lemma Gay fafa 


துணைத்‌ தீர்வு...........- - eben function 
தேக்காட்டின்‌ DOME | a Cartesian coordinate m 
தொகை 112172 ; E Integral Lidia ya ப்ர டது 
தொகை காண்‌ 


Integrate 
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